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CHAPITRE 1

Introduction

1. Prélude

La mécanique classique décrit les systèmes à un petit nombre de degrés de liberté (par exemple,
le mouvement d’une particule dans une fosse de potentiel). La théorie des champs, quant à elle, est le
langage naturel pour décrire les systèmes à un nombre infini de degrés de liberté.

Prenons l’exemple d’un solide où l’atome numéroté i a un déplacement ui. Pour des déplacements
de longueurs d’onde λ beaucoup plus grande que la distance inter-atomique a, λ� a, les déplacements
ui peuvent être considérés comme une fonction continue de x et du temps t avec u(x,t), où x parcourt
la droite réelle. On dira u(x,t) est un champ.

Le but de la théorie des champs est d’établir les équations du mouvement du champ u(x,t) à partir
de quelques propriétés simples sur :

(1) les symétries et les interactions ;
(2) une manière simple d’établir les équations du mouvement à partir d’un principe d’extremum.

Dans ce cours, nous nous intéresserons aux champs classiques (par opposition à une situation
quantique). Dans les cours suivants, vous quantifierez les champs en introduisant des opérateurs de
création et d’annihilation. Cette quantification se fait suivant des règles strictes et il est nécessaire
d’étudier d’abord les propriétés des situations classiques.

Voici quelques exemples tirés au hasard qui illustrent les situations physiques qui nous intéresserons
ici (et cela nous servira de plan)

(1) Élasticité : champ de déplacement u(x,t) ;

Exemple 1.1. On considère une châıne de ressorts contigus où chaque masselotte est
attaché à deux ressorts premier voisins. Le déplacement des masselottes est une variable ui
qui dépend du numéro i de la masselotte. Nous désirons passer à une description continue
où la châıne de masselottes et de ressorts représente un fil élastique qui peut être étiré. La
notation discrète avec des indices i perd alors son sens. On préfère travailler avec un champ de
déplacement u(x) qui est le déplacement local du fil élastique en un point d’abscisse curviligne
x. En écrivant u(x), le déplacement est devenu un fonction continue de x. C’est un champ.

(2) Physique statitistique et transitions de phases : le champ est ici un paramètre d’ordre η(x,t)
qui indice la phase. C’est-à-dire que la valeur de η(x,t) nous permet de connâıtre la phase
que l’on décrit.

Exemple 1.2. Dans un ferro-aimant, η n’est autre que l’aimantation, mais il existe
beaucoup d’autres exemples de paramètre d’ordre. Lorsque η(x) = 1 partout, la phase est
aimantée. Lorsque η(x) = 0, l’aimantation moyenne est nulle et la phase est paramagnétique.
On travaillera sur une enthalpie libre qui est une fonction de ce paramètre d’ordre. Dans un
ferro-aimant, le paramètre d’ordre η(x), c’est-à-dire l’aimantation locale, varie d’un point à
un autre. On travaillera avec une enthlapie libre de la forme :

G =
∫

Ω
ddx

[
aη(x)2 + 1

2c (∇ϕ)2 + u

4ϕ(x)4
]

(1)

(3) Réactions chimiques : champ d’une espèce chimique de concentration c(x,t) qui diffuse dans
un milieu qui peut être excitable chimiquement.

Exemple 1.3. On considère l’équation de diffusion (voir plus loin)
∂c

∂t
= D∆c+ c(1− c) (2)

où d est la constante de diffusion.
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6 1. INTRODUCTION

(4) Électromagnétisme : nous montrerons que les équations de Maxwell sont les équations du
mouvement des potentiels (φ,A). Les propriétés de ces champs et, en particulier, les pro-
priétés liées à l’invariance de jauge sont déterminantes pour classifier les termes d’interaction
particules-champs même au niveau classique.

2. Autre exemple : stabilité linéaire au voisinage d’un point fixe

Terminons en soulignant que l’approche (( théorie des champs )) est nécessaire dès que l’on veut
étudier des phénomènes non-linéaires essentiels pour comprendre les changements d’état de la matière
ou les changements de comportement. En fonction d’un paramètre contrôlé de l’extérieur du système,
disons α, l’équation suivante

∂tφ = φ(α− φ) = f(φ) (3)
est souvent utilisée pour décrire la diffusion d’un gène dans une population. Elle possède deux points
fixes (où dφ/dt = 0) :

φ = 0, φ = α (4)
dont la stabilité peut être analysée en calculant la dérivée

f ′(φ) = α− 2φ (5)

Note. Au voisinage des points φ1 = 0 et φ2 = α, l’équation non-linéaire peut être rendue linéaire
en faisant le développement limité φ = φi + ε(t). L’équation pour ε(t) est simple

∂tε = f ′(φi)ε = ±αε⇒ ε(t) = ε(t = 0)e±αt (6)

Suivant le signe de f ′(φi) les solutions décroissent ou croissent exponentiellement. Dans le premier
cas, on dira que le point fixe qui représente un solution stationnaire est stable, alors qu’il est instable
dans le deuxième cas.

Lorsque α < 0 la solution φ = 0 est stable alors que la solution φ = −α est instable. Pour α > 0,
la situation est inversée, la solution nulle devient instable, alors que l’autre est stable. Donc lorsque α
passe par zéro, le système change de configuration et on dit qu’il y a bifurcation.

Exercice 2.1. Reprendre le même exercice mais avec l’équation de Nagumo
∂φ

∂t
= φ(1− φ)(φ− α) avec 0 < α < 1 (7)

qui est utilisé pour décrire la transmission d’un pulse le long des axones.

On verra plus tard ce qui se passe lorsque φ devient un champ, c’est-à-dire que ϕ(x) avec un effet
lié à la diffusion de la concentration de φ(x).

3. Exemple d’une onde non-linéaire

L’exemple de la châıne de pendules de torsion illustre ce que nous appellerons théorie des champs.
La position angulaire de chaque pendule est repérée par un angle φi(t) où i indice la position du
pendule et t est le temps(φi = 0 lorsque le pendule pointe vers le bas). La gravité est dirigée vers le
bas et chaque pendule de longueur l possède une masselotte m.

Nous imaginons que les pendules sont couplées et que le couplage fait intervenir l’écart relatif des
angles de torsion φi+1(t)− φi(t) entre les pendules. Autrement dit, il existe un potentiel sur la liaison
i,i+1. Soit V (φi+1−φi) ce potentiel. Le potentiel total de la châıne est alors la somme sur les liaisons.

U =
∑
i

V (φi+1 − φi) (8)

Outre l’énergie potentielle d’interaction, chaque pendule possède :
(1) une énergie cinétique ;
(2) une énergie potentielle due à la gravité.

Exercice 3.1. Montrer que
(1) L’énergie cinétique de chaque pendule est 1

2mφ̇
2
i (dérivée par rapport au temps);

(2) L’énergie potentielle de chaque pendue due à la gravité est mg(1− cosφi).
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[h]

Fig. 1. Exemples d’ondes non-linénaires de type soliton.

But de la théorie des champs :
Nous désirons connâıtre les lois du mouvement et, en particulier, nous désirons savoir si il existe des

ondes qui peuvent se propager (Cf. Figure). En théorie des champs, l’angle φi(t) devient une fonction
de position d’espace x = ia où a est la distance entre chaque point d’attache des pendules. Ce point
de vue est utile si nous nous intéressons aux phénomènes dont la longueur d’onde caractéristique λ
est plus grande que a, λ � a. La théorie des champs permet d’établir l’équation d’onde à laquelle
satisfait φ(x,t). Les solutions de cette équation donnent les modes de propagation.

Nous montrerons que cette équation peut se mettre sous une forme (sans dimension)
∂2φ

∂t2
− ∂2φ

∂x2 = V ′(φ) (9)

Exercice 3.2. On cherche les solutions sous la forme φ(x,t) = f(x−vt) où v est la vitesse. Quelle
est l’équation différentielle à laquelle satisfait la fonction f(ξ = x− vt)?

Plan du cours

(1) Mécanique Lagrangienne. Équation d’Euler. Principe d’extremum.
(2) Ondes non-linéaires en mécanique. Solitons.
(3) Ondes propagatives liées à la diffusion : Transition de phase, ondes de réaction-diffusion dans

les processus chimiques.
(4) Exemples tirés de la mécanique des fluides et de la mécanique des solides.
(5) Théorie du champ électromagnétique (classique et relativiste). Théorie de jauge.

Exercice 3.3. Soit un point matériel de masse m. Sa position est q et son moment généralisé est
p. On suppose que ce point matériel se déplace dans un potentiel V (q). Quel est le lagrangien et le
hamiltonien? Quelles sont les équations du mouvement?

Exercice 3.4. Supposer que le potentiel V (φi+1 − φi) du problème mécanique précédent soit

U(φi+1 − φi) = 1
2σ (φi+1 − φi)2 (10)

Que devient ce potentiel si les angles φi sont approximés par un champ φ(x,t)? Il sera utile de considérer
le développement limité d’une fonction au voisinage d’un point en faisant

V (φi+1 − φi) = V (φ(i+ a)− φ(i)) (11)
avec a→ 0





CHAPITRE 2

Extremum d’une fonctionnelle

1. Position du problème

Dans de nombreux problème de physique il est important de connâıtre quelle est la variation d’un
champ u(x) qui minimise une énergie. Pour fixer les idées, nous reprenons le problème de la corde
pesante dans un champ de gravité g. Sachant que la corde de longueur L est attachée aux deux bouts,
quelle forme prend-elle ? Cette forme minimise une énergie. On voit donc qu’il faut minimiser une
énergie qui dépend d’une fonction, c’est-à-dire la forme, pour trouver la solution. Le calcul est donc
un peu compliqué que celui de la recherche d’un minimum d’une fonction d’une variable réelle car il
s’agit ici de minimiser par rapport à une fonction.

2. Formulation du problème

Nous désirons ici généraliser la notion d’extremum d’une fonction f(x). La fonction f(x) est dite
extrémale en x0 si les variations de f(x) au voisinage de x0 sont d’ordre au moins ε2 lorsque x = x0 + ε
(nous laissons de côté le cas important où f(x) atteint un extrémum au bord d’un intervalle)

f(x) = f(x0) + εf ′(x0) + 1
2ε

2f ′′(x0) +O(ε3) (12)

d’où la condition : f ′(x0) = 0 pour que le terme linéaire de la variation de f(x) au voisinage de x0 soit
nul. Nous retenons cette interprétation.

Soit maintenant q(x) une fonction de la variable x. Nous notons qx(x) sa dérivée. Nous considérons
l’intégrale

F [q] =
∫ x1

x0
dxF(q(x),qx(x)) (13)

où F(u,v) est une fonction des deux variables (u,v). Nous supposons les deux points x0, x1 donnés.
Nous désirons connâıtre l’équation à laquelle satisfait q(x) pour que F [q] soit extremale en q. F [q]

étant définie à partir de l’intégrale d’une fonction, F [q] n’est pas une fonction au sens usuel. Elle
associe un nombre à une fonction suivant le schéma :

F : q ∈ d’un espace de fonctions→ F [q] ∈ < (14)

Pour cette raison, F [q] est une et nous emploierons la notation F [q] (crochets) au lieu de F (q) (par-
enthèses) pour souligner cette différence.

3. Équation d’Euler

Pour trouver la condition d’extremum, donnons-nous une fonction h(x) arbitraire et considérons
la variation

q(x) + εh(x) (15)

où ε est un nombre réel arbitrairement petit.
Nous pouvons alors considérer la variation de F [q] lorsque q(x) varie q(x) + εh(x). Pour éviter

les confusions, il est utile de considérer F (u,v) comme une fonction de deux variables indépendantes.
Pour simplifier l’écriture, nous posons :

∂F
∂u

= ∂F
∂u
|q(x)

∂F
∂v

= ∂F
∂v
|qx(x)

(16)
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10 2. EXTREMUM D’UNE FONCTIONNELLE

d’où

F [q + εh] =
∫ x1

x0
dxF(q(x) + εh(x),qx(x) + εhx(x))

=
∫ x1

x0
dx

[
F(q(x),qx(x)) + εh(x)∂F

∂u
+ εhx(x)∂F

∂v
+ . . .

]
=
∫ x1

x0
dxF(q(x),qx(x)) + ε

∫ x1

x0
dxh(x)∂F

∂u
+ ε

∫ x1

x0
dxhx(x)∂F

∂v
+ . . .

(17)

Le dernier terme est transformé par une intégration par parties :∫ x1

x0
dxhx(x)∂F

∂v
=
[
h(x)∂F

∂v

]x1

x0

−
∫ x1

x0
dxh(x) d

dx

[
∂F
∂v

]
(18)

Definition 3.1. Dire que F [q) est extremum en q, c’est dire comme en (121) que le premier terme
en ε est nul (définition analogue à la dérivée d’une fonction usuelle) et ce, quelque soit h(x). F (q] est
alors extrémale vis à vis d’une variation q(x)→ q(x) + εh(x).

Propriété 3.1. Pour que F [q] soit extrémale en q(x), nous avons donc les deux conditions suiv-
antes soient satisfaites :

∂F
∂u
− d

dx

[
∂F
∂v

]
= 0 avec u = q et v = qx[

h(x)∂F
∂v

]x1

x0

= 0
(19)

Remarque. On pose généralement le problème de façon plus précise. On ne considère que des
variations q+εh(x) qui ne changent pas les conditions aux limites. On suppose donc h(x0) = h(x1) = 0.
Le choix de l’ensemble des variations considérées dépend de la situation physique. On dira qu’une
variation est admissible si elle appartient à cet ensemble. Ainsi, si les variations de q(x) sont celles qui
ne changent pas les valeurs aux bornes de l’intervalle, la variations admissibles δq(x) sont celles pour
lesquelles δq(x1) = δq(x2) = 0

Definition 3.2. On appelle équation d’Euler du problème, l’équation différentielle du problème
variationnel.

Exercice 3.1. Vérifiez que l’extrémale des longueurs sont des droites. On fera le calcul en 1d avec
x(t). Rép : L =

√
1 + ẋ2. L’équation d’Euler est alors

ẋ√
1 + ẋ2

= c (20)

où c est une constante. La solution est x = c1t+ c2.

Exercice 3.2. Vérifier que cet extrémal ne dépend pas du système de coordonnées. On fera le
calcul en coordonnées polaires. Démontrer avec x = r cosφ et y − r sinφ :

F =
∫ t1

t0

√
ṙ2 + r2φ̇2dt (21)

et retrouver l’équation des droites dans le plan.

Exercice 3.3. Beltrami : Soit q(x) une fonction R → R, q̇ = d
dxq, et L = L(q,q̇,x). Avec ces

notations, les équations d’Euler prennent la forme
∂

∂q
L− d

dx

(
∂

∂q̇
L

)
= 0. (22)

Supposons ∂
∂xL = 0. Nous montrons dans cet exercice que (22) est équivalent à :

L− q̇ ∂
∂q̇
L = C (23)

où C est une constante. Par définition, (23) est l’identité de Beltrami. Cette identité simplifie grande-
ment la solution de certains calculs des variations, car on a souvent ∂L/∂x = 0.
Démonstration : On note que

d

dx

(
q̇
∂

∂q̇
L

)
= q̈

∂L

∂q̇
+ q̇

d

dx

(
∂

∂q̇
L

)
(24)
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(1) En déduire

q̇
∂

∂q
L− q̇ d

dx

(
∂

∂q̇
L

)
= 0. (25)

(2) Utiliser (24) et substituer le terme de droite de (25), pour obtenir :

q̇
∂

∂q
L+ q̈

∂L

∂q̇
− d

dx

(
q̇
∂

∂q̇
L

)
= 0 (26)

(3) Considérer maintenant :
d

dx
L(q,q̇,t) = q̇

∂L

∂q
+ q̈

∂L

∂q̇
+ ∂L

∂x
. (27)

Si ∂L/∂x = 0, utiliser (26) pour montrer :
d

dx
L− d

dx

(
q̇
∂

∂q̇
L

)
= 0. (28)

(4) Démontrer :

L− q̇ ∂
∂q̇
L = C (29)

qui est l’identité de Beltrami.

Exercice 3.4. N.B. Pour résoudre cet exercice, il est préférable d’utiliser l’identité de
indexBeltrami. Quelle est la surface d’aire minimale reliant deux cercles concentriques de même rayon
parallèle R et centrés sur le même axe? Nous choisissons de paramétrer la surface par la distance r(z)
à l’axe de révolution (z est l’altitude).

L’aire de la surface de révolution s’obtient à partir de l’élément ds =
√

1 + r′(z)2dz qui l’engendre

A[r] = 2π
∫ +h

−h
dz r(z)

√
1 + r′(z)2 (30)

Montrer que la solution du problème est une d’équation :

r(z) = k cosh
(
z

k

)
(31)

Quelle est la condition qui permet de déterminer la constante k? Cette équation a-t-elle toujours une
solution? Pour répondre à cette question, on supposera que la surface s’appuie sur deux anneaux de
rayon R situés à une distance 2d l’un de l’autre. On tracera la courbe R = k cosh(d/k) en fonction
de k et on montrera que le problème a soit deux solutions, soit n’en a aucune. Quand le problème a
deux solutions, seule la solution de petit k est stable. L’autre est physiquement instable vis à vis d’une
petite perturbation. Elle n’est donc pas observable physiquement.

Dans le cas où les variations ne peuvent pas changer les conditions aux bornes de l’intervalle, la
condition d’extremum est donnée par la première équation dont la (les) solution(s) donne la fonction
q(x).

Exercice 3.5. On considère la suivante :

F [q] =
∫ x1

x0
dxF (q(x),qx(x),qxx(x)) (32)

Démontrer que l’équation d’Euler du problème est :

∂F
∂q
− d

dx

[
∂F
∂qx

]
+ d2

dx2

[
∂F
∂qxx

]
= 0 (33)

Notation 1. Cet exercice justifie la notation suivante pour la dérivée (noter le δ) :

δF

δq
= ∂F

∂q
− d

dx

[
∂F
∂qx

]
+ d2

dx2

[
∂F
∂qxx

]
+ . . . (34)

où les . . . dépendent du contexte (i.e. du type de la ).
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Note. Variation sous contrainte : l’exemple suivant permet de comprendre que la nature du
problème change radicalement. On désire calculer la forme y(x) d’une corde pesante sous l’effet de la
gravité entre les deux points x = ±a. Si la corde n’est pas attachée au deux points, le problème n’a
pas de solution (la corde tombe !). Si la corde est attachée aux deux points, sa longueur est fixe. En
supposant la corde non extensible, cette contrainte change radicalement la nature du problème.

Nous supposerons y(x = ±a) = 0. La longueur de la corde étant fixe, la forme de la corde y(x)
satisfait à :

l0 =
∫ a

−a
dx
√

1 + y2
x (35)

L’énergie potentielle due à la gravité est :∫ a

−a
dx ρgy(x)

√
1 + y2

x (36)

Pour trouver la forme de la corde nous introduisons un λ dont la dimension est celle d’une tension.
Nous considérons alors la

F [y] =
∫ a

−a
dx ρgy(x)

√
1 + y2

x − λ
∫ a

−a
dx
√

1 + y2
x (37)

D’où l’équation d’Euler :
∂F

∂y
− d

dx

[
∂F

∂yx

]
= 0 (38)

ou sous forme explicite
d

dx

[ (y + ξ0)yx
(1 + y2

x)1/2

]
=
[
1 + y2

x

]1/2
(39)

avec
ξ0 = λ

ρg
(40)

On vérifie que la solution de cette équation est

y(x) = − λ

ρg
+ α cosh

(
x+ β

α

)
(41)

où les deux constantes d’intégration α et β sont déterminées par les conditions aux limites. La symétrie
x→ −x donne β = 0 et la condition y(x = ±a) = 0 donne α en fonction du λ. Enfin, on détermine λ
à partir de la contrainte (35).

Exemple 3.1. Élasticité : On considère une plaque solide encastrée sur l’un des côtés. La
position du point de raccordement ainsi que la tangente en ce point sont toutes les deux fixées par
la liaison entre la plaque et son point d’encastrement. La position de ce point est fixée par une force
dirigée suivant uz et la tangente est fixée par un moment de (l’encastrement agit comme un pince).
L’autre bout est soumis à une force F dirigée suivant uz et nous supposerons que l’énergie élastique
de la plaque déformée est une énergie de .

Définissons ce qu’est une énergie de . Soit θ l’angle de la tangente avec l’axe ux et l l’abcisse
curviligne. Le du profil de la plaque est fonction des variations de θ lorsqu’on parcourt la plaque

1
R

= dθ

dl
(42)

Comme l’énergie est invariante sous le changement R → −R (plaque fléchie vers le haut ou vers le
bas), l’énergie de est fonction du carré de l’inverse du (une plaque plane non déformée a un infini) :

E = 1
2κ
∫ (

dθ

dl

)2
dl (43)

par unité de ligne dans la direction perpendiculaire et où κ est une constante élastique caractéristique
de la rigidité de la plaque. Les approximation suivantes sont utiles dans la limite de faibles déplacements

dl =
√
dx2 + dh2 ≈ dx

(
1 + 1

2 (hx)2
)

θ ≈ dh

dx
= hx d’où dθ

dl
≈ hxx

(44)

d’où
E = 1

2κ
∫ (

dθ

dl

)2
dl ≈ 1

2κ
∫
dx (hxx)2 (45)
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Lorsque la force F appliquée sur le bout non encastré déforme la plaque, elle effectue un travail
proportionnel au déplacement du bout libre en x1, là où est appliquée la force. Ce travail est la force
fois le déplacement :

Fh(x1) = F

∫ l1

l0
dl uz.t(l) (46)

où t(l) est la vecteur tangent.
En effet

t(l) = 1√
1 + h2

x

(ux + hxuz) (47)

avec dl = dx
√

1 + h2
x. Prenant la projection suivant z donne l’intégrale∫

dxhx = h(x1) (48)

Mais
uz.t(l) = cos θ (49)

car le vecteur tangent t est de norme 1.
D’où la fonction à minimiser pour trouver la forme d’équilibre

E[θ] = 1
2κ
∫
dl

(
dθ

dl

)2
− F

∫
dl cos θ (50)

qui est fonction de l’angle θ(l).
Pour trouver l’équation d’équilibre, nous varions θ en θ+δθ en respectant les variations admissibles

physiquement
δθ(l0) = 0 car la plaque est encastrée

dθ

dl
|l=l1 = 0 car aucun moment ne contraint la plaque en l1

(51)

et son moment de en l = l1 est nul. Nous obtenons les équations d’Euler du problème

−∂l
∂E

∂θl
+ ∂E

∂θ
= 0 (52)

κ
d2θ

dl2
− F sin θ = 0 (53)

où les conditions θ(l0) = 0 et dθ/dl(l = l1) déterminent la solution de façon unique.
Cette équation peut être intégrée une fois en introduisant la constante θ1 :

1
2κ
(
dθ

dl

)2
+ F cos θ = F cos θ1 (54)

qui est telle que θ(l1) = θ1 (en raison de l’annulation du moment de en l1).
Nous obtenons ainsi le profil de la plaque sous forme implicite

l =
√

κ

2F

∫ π/2

θ

du√
cos θ1 − cos(u)

(55)

qui donne l en fonction de θ, c’est-à-dire θ(l).

Exercice 3.6. Nous considérons un film mince en adhésion sur un substrat solide. La tangente
que fait le film est repérée par l’angle θ(l). Le film est en contact avec le substrat (θ = 0) pour
−∞ < x ≤ x0 et il est décollé du substrat pour x > x0 (avec la côte h(x)). L’énergie d’adhésion de
contact avec le substrat est W par unité de surface de contact. Nous supposons que l’énergie totale
par unité de ligne dans le plan perpendiculaire est la somme :

(1) d’une énergie de contact −W
∫ x0
−∞ dx ;

(2) d’une énergie de K
∫+∞
x0

dl
(
dθ
dl

)2
pour la partie fléchie.

Nous montrons dans ce problème que l’équilibre mécanique entre le moment de et l’énergie d’adhésion
donne la valeur du au point de contact en x0 (Cf. relation (59)).

(1) On appelle variation le changement θ(l)→ θ(l) + ε(l) avec x0 → x0 + δx0 où la condition de
contact implique :

θ(x0) = θ(x0 + δx0) + ε(x0) = 0 (56)
Pourquoi est-il suffisant d’écrire ε(x0) et non ε(x0 + δx0) dans l’équation précédente?
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(2) En déduire que la variation ε(x) obéit à la condition :

δx0
dθ

dl
|x0= −ε(x0) (57)

(3) Donner la variation de l’énergie de contact ∆W au premier ordre en δx0.
(4) Donner la variation de l’énergie de en fonction de ε(x0) (attention aux intégrales par parties).
(5) Montrer que l’annulation de la somme de tous les termes linéaires en δx0 conduit à l’équation

suivante :

−Wδx0 + κ

(
dθ

dl

)2
δx0 = 0 (58)

(6) En déduire la condition sur le

1/R =
√

2W/κ (59)

(7) Nous supposons maintenant que l’énergie de la partie fléchie est la somme d’un terme de et
d’un autre terme

K

∫ +∞

x0
dl

(
dθ

dl

)2
+ σ

∫ +∞

x0
dx
√

1 + h2
x (60)

Pouvez-vous donner une interprétation physique du terme proportionnel à σ?
(8) En travaillant dans la limite des petites variations, h2

x � 1, montrer que le terme proportionnel
à σ ne change pas la condition sur le .

(9) Toujours dans la même approximation, quel est est l’équation à laquelle doit satisfaire θ(x)
pour que le profile soit à l’équilibre mécanique?

(10) Donnez la solution du profil h(x) qui satisfait à cette équation et à la condition sur le .
(11) Interpréter votre résultat en fonction de la valeur numérique du paramètre

√
σ/κ qui dépend

du système considéré.

Corrigé 1. (1) Dans ce problème la variation est faite de façon simultanée sur l’angle et le
point de contact. Ce sont deux infiniments petits du premier ordre. On devrait écrire

ε(x0 + δx0) = ε(x0) + δx0ε
′(x0) (61)

mais le deuxième terme est un infiniment petit du deuxième ordre.
(2) immédiat en faisant le développement limité. La tangente est en effet parallèle au substrat et

θ(x0 + δx0) + ε(x0 + δx0) = 0 (62)

D’où
ε(x0) + dθ

dl
δx0 = 0 (63)

(3)

∆W = −W
∫ x0

x0+δx0
≈ +Wδx0 (64)

(4)

1
2κ
∫ ∞
x0+δx0

dx

(
dθ + dε

dl

)2
= 1

2κ
[∫ x0

x0+δx0
dx . . .+

∫ ∞
x0

dx . . .

]
= −1

2κ
(
dθ

dl

)2
δx0 + 1

2κ
∫ ∞
x0

dx . . .

(65)

et
1
2κ
∫ ∞
x0

dx

(
dθ + dε

dl

)2
= 1

2κ
∫ ∞
x0

dx

((
dθ

dl

)2
+ 2dθ

dl

dε

dl

)
(66)

avec

κ

∫ ∞
x0

dx
dθ

dl

dε

dl
= κ

[
ε
dθ

dl

]
x0

−
∫ ∞
x0

dxε
d2θ

dl2
(67)
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Utilisant (64), (65) et (67), nous exigeons que la contribution total des termes de frontière
soit nulle :

+Wδx0 − κε(x0)dθ
dl
− 1

2κ
(
dθ

dl

)2
δx0 = 0 (68)

D’où le résultat en utilisant (63).

Exercice 3.7. Dans la pratique il arrive souvent que l’on désire rendre extrémale la :

F [h] =
∫ l1

l0
g(θ,dθ

dl
, . . .)dl (69)

où g(θ,dθdl , . . .) est une fonction de l’angle θ et des ses dérivées. On remarque que la ne fait pas
directement intervenir h(x) mais l’angle θ (dh/dl = sin θ).

(1) Nous désirons faire varier θ(l) et h(l) de façon indépendante. Est-il possible de le faire avec
la fonctionnelle précédente?

(2) Nous introduisons un λ(l) et nous considérons la fonctionnelle

G[h,θ,λ] =
∫ l1

l0
g(θ)dl +

∫ l1

l0
λ(l)

(
dh

dl
− sin θ

)
(70)

Nous supposerons que nous pouvons maintenant faire varier h et θ de façon indépendante.
Quelles sont les équations d’Euler du problème?

Exercice 3.8. On rapelle la défintion de la dérivée fonctionnelle Γ[f ]. Pour une fonction f0(x)
arbitraire, nous pouvons développer

Γ[f0 + εg] = Γ[f0] + ε

∫
δΓ
δf

∣∣∣
f0

(x)g(x) + . . . (71)

où
δΓ
δf

∣∣∣
f0

(x) (72)

est une fonction de x.
Calculer la dérivée fonctionnelle δΓ[φ]/δφ(x) dans chacun des cas suivants :
(1) Γ[φ] = 1

2
∫
dDx (φ(x))2. (Rép. δΓ[φ]/δφ(x) = φ(x)).

(2) Γ[φ] = 1
2
∫
dDx ηi,j∂iφ(x)∂jφ(x) avec ηi,j = ηj,i.

(3) Γ[φ] = φ(x0). (Rép. δΓ[φ]/δφ(x) = δ(x− x0).)
(4) Γ[φ] =

∫
dDx

∫
dDyφ(x)G(x,y)φ(y) avec G(x,y) = G(y,x).

(Rép. δΓ[φ]/δφ(x) = 2
∫
dDyφ(y)G(x,y)).





CHAPITRE 3

Rappels de mécanique analytique

1. Formalisme Lagrangien

Nous considérons le mouvement d’un point matériel sur un chemin 1d donné par la fonction x(t).
Dans le plan (x,t), le chemin passe le point initial A(x1,t1) et final B(x2,t2).

Nous désirons retrouver le chemin x0(t) solution des équations de Newton: si nous fixons la valeur
de x(t) aux deux bornes de l’intervalle de variation, la solution des équations de Newton est unique.
Principe de Hamilton. Ce chemin est celui qui rend extrémale l’action :

S[x] =
∫ t2

t1
dtL(x,ẋ) (73)

avec x(t1) et x(t2) donnés. Par définition, L est le du système

L(x,ẋ) = 1
2mẋ

2 − U(x) (74)

où U(x) est l’énergie potentielle. On remarque le signe − devant l’énergie potentielle. Lorsque le
système est décrit par un champ ϕ(y), le lagrangien est l’intégrale sur tous l’espace de la densité
Lagrangienne qui dépendent de la théorie considérée. Par exemple, pour une théorie dite en ϕ4 (u est
une constante).

L[ϕ̇,ϕ] = 1
2cϕ̇

2 + ϕ2 − u

4ϕ
4 (75)

et
L[ϕ,t] =

∫
Ω
dyL[ϕ̇,ϕ] (76)

Comme auparavant, l’action est l’intégrale sur le temps du Lagrangien.
L’équation d’Euler (Euler-Lagrange dans le contexte de la mécanique) du problème détermine la

solution de façon unique
∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 (77)

Exercice 1.1. Pourquoi?

Si le système est décrit à l’aide d’une champ, les équations d’Euler remplacent les équations de
Newton :

∂L
∂ϕ
− d

dx

∂L
∂ϕ̇

= 0 (78)

Remarque. Cette notion est facilement généralisée à un système de N coordonnées généralisées
indépendantes (un système de N points possède 3N coordonnées généralisées) : L(q1,q2, · · · ,qN )

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0 ,i = 1,2, · · · ,N (79)

Remarque. Le principe d’Hamilton est un principe d’extremum. Rien n’est dit sur le fait que
l’action doit être un minimum ou un maximum.

Remarque. La définition de l’action est facilement généralisée au cas où le Lagrangien est une
fonctionnelle d’un champ ϕ(y) où y est une coordonnée spatiale (en d dimension). Prenons d = 1 :

S[ϕ] =
∫ t2

t1
dt

∫
Ω
dyL(ϕ(y),ϕ̇(y)) (80)

17
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2. Lagrangien d’une particule chargée dans un champ électroma-gnétique

Nous considérons une particule chargée (charge q) dans un ~E, ~B. La particule est donc soumise à
une force de Lorentz :

m~̈x = q ~E + q~v ∧ ~B (81)
Nous cherchons un Lagrangien effectif tel que (81) correspondent aux équations d’Euler de l’action
correspondante. Ce lagrangien n’est pas immédiat car la force de Lorentz dépend de la vitesse ~v de la
particule. Nous démontrons que ce est :

L(x,ẋ) = 1
2mv

2 − U(~v, ~B) (82)

avec un potentiel effectif :
U(~v, ~B) = q

(
Φ− ~v. ~A

)
(83)

On remarque que le potentiel effectif dépend des deux potentiels scalaires et vectoriels (Φ, ~A) et non
directement des champs ( ~E, ~B). Dans l’énergie potentielle, la particule interagit avec les par un terme
qui multiplie le courant, proportionnel à la vitesse, aux potentiels.
Démonstration. On introduit les potentiels de jauge

~B = ∇∧ ~A

~E = −∇Φ− ∂ ~A

∂t

(84)

Nous avons :
~v ∧ (∇∧ ~A) = ~∇(~v. ~A)− (~v.~∇) ~A

= ∂

∂~x
(~v. ~A)− ~v.∂

~A

∂~x

= ∂

∂~x
(~v. ~A)− d~x

dt
.
∂ ~A

∂~x

(85)

Cette dernière égalité nous permet de transformer l’équation du mouvement

m~̈x = q

(
−dΦ
d~x
− ∂ ~A

∂t

)
+ q

∂

∂~x
(~v. ~A)− q d~x

dt
.
∂ ~A

∂~x

= q

(
− ∂

∂~x

[
Φ− ~v. ~A

]
− ∂ ~A

∂t
− d~x

dt
.
∂ ~A

∂~x

)

= q

(
− ∂

∂~x

[
Φ− ~v. ~A

]
− d ~A

dt

) (86)

Enfin :
~A = ∂

∂~v

(
~A.~v
)

= ∂

∂~v

(
~A.~v − Φ

)
(87)

car Φ ne dépend pas de ~v. D’où :

m~̈x = q

(
− ∂

∂~x

[
Φ− ~v. ~A

]
− d

dt

[
Φ− ~A.~v

])
(88)

qui sont les équations du mouvement obtenues à partir du Lagrangien où le potentiel ~A interagit avec
le courant q~v. :

L(x,ẋ) = 1
2mv

2 − qφ(t,~x) + q ~A(t,~x).~v (89)

Note. En électro-magnétisme, les équations de Maxwell sont invariantes sous le changement de
jauge.

Φ→ Φ− ∂χ

∂t
~A→ ~A+∇χ

(90)

Comme les champs restent inchangés sous cette transformation, la force de Loretz, elle aussi, est
nécessairement invariante de jauge. Qu’en est-il du principe de moindre action ? Celui est-il aussi
invariant de jauge?
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Écrivons l’action en séparant le terme d’interaction SI de la particule avec les portentiels de jauge.

S = S0 + SI = S0 − q
∫ t2

t1
dt

[
Φ− ~A · d~x

dt

]
(91)

Il sera utile de considérer la notation des quadrivecteurs empruntée à la relativité (0 est pour la partie
scalaire et i = 1,2,3 pour la partie vectorielle) :

uαv
α = u0v

0 +
∑
i=1,3

uiv
i (92)

avec
∂α = ∂

∂xα
(93)

Nous avons donc
SI = −q

∫ t2

t1
dxαAα (94)

avec
Aα = (−φ, ~A) et Aα = (φ, ~A) (95)

dxα = (dt,dx,dy,dz) et dxα = (−dt,dx,dy,dz) (96)
Jα = (ρ, ~J) pour le quadri-vecteur courant (97)

Avec ses notations, un changement de jauge prend une forme très simple
Aα → Aα + ∂αχ (98)

et la partie d’interaction se transforme comme

SI → SI + q

∫
∂αχdx

α = SI + q (χ(B)− χ(A)) (99)

Car la dernière intégrale n’est autre que l’intégrale d’une dérivée. Elle est donc immédiatement intégrée!
En conclusion, sous transformation de jauge, SI n’est modifié que par une constante. Or, une constante
ne peut pas changer la condition d’extremum (rajouter une constante à la fonction f(x) ne change pas
la position de son extremum). On dira que le principe de moindre action est invariant de jauge car la
condition d’extremum ne peut être modifié par l’ajout de cette constante.

3. Formalisme Hamiltonien

3.1. Fonction de Hamilton. Nous considérons un Lagrangien L(qi,q̇i,t) avec n coordonnées
généralisées. Pour chaque cordonnée qi, nous associons un moment conjugué pi

pi = ∂L

∂q̇i
i = 1,2, . . . ,n (100)

On observe que pi est une fonction de qi et de ses dérivées :
pi = pi(. . . ,ql,q̇l, . . . ,t) (101)

Definition 3.1. On définit le Hamiltonien en posant :

H(pi,qi,t) =
[∑

i

piq̇i

]
− L(qi,q̇i,t) (102)

Nous pouvons réécrire les équations du mouvement en utilisant le Hamiltonien. La forme de ces
équations peut être plus pratique que les équations d’Euler, tout dépend du contexte, mais elles
contiennent la même information.

Remarque. Lorsque le potentiel ne dépend ni des vites, ni du temps, la transformée de Legendre
est simple.

H = 1
2mẋ

2 + U(x) (103)
On remarque que le potentiel est affecté du signe + dans la fonction de Hamilton alors qu’il est affecté
du signe − dans le Lagrangien. Pour un champ, la définition de la fonction de Hamilton est immédiate

H =
∫

Ω
dy

[1
2mϕ̇

2 + u

4ϕ
4
]

(104)

si la densité lagrangienne est une théorie en ϕ4.
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Note. La fonction de Hamilton H(p,q) définie ainsi est la transformée de Legendre de L(q,q̇) par
rapport à la variable q̇.. Du point de vue mathématique la transformée de Legendre est définie de la
façon suivante (Cf. Arnold, (( méthodes mathématiques de la mécanique classique ))) :
Construction : Pour toute fonction f(x) convexe, f ′′(x) > 0, on associe une nouvelle fonction g(p)
de la nouvelle variable p construite de la manière suivante. On trace le graphe de la fonction f(x) et la
droite y = px. Prenons le point x(p) de la courbe f(x) qui est le point le plus éloigné à la verticale de la
droite y = px. Comme f(x) est supposée convexe, la fonction F (p,x) = px−f(x) admet un maximum
pour p fixé au point x(p). On pose g(p) = F (p,x(p)). par définition g(p) est la transformée de
Legendre de f(x). On montre que la transformée de Legendre est une involution, c’est-à-dire que
la transformée de Legendre de g(p) redonne f(x).

Exemple 3.1. Quelques exemples :
(1) Si f(x) = 1

2mx
2 alors g(p) = p2/2m;

(2) Si f(x) = xα

α alors g(p) = pβ

β où 1/α+ 1/β = 1.

3.2. Équations de Hamilton. Considérons les dérivées partielles :
∂H

∂pi
et ∂H

∂qi
(105)

Par définition du Hamitonien :
∂H

∂pi
= ∂

∂pi
[piq̇i − L]

= q̇i + pi
∂q̇i
∂pi
− ∂L

∂q̇i

∂q̇i
∂pi

= q̇i

(106)

Exercice 3.1. Montrer :
∂H

∂qi
= −∂L

∂qi
(107)

puis utiliser l’équation d’Euler pour simplifier.

Definition 3.2. On appelle équation de Hamilton les équation du mouvement :
∂H

∂pi
= q̇i

∂H

∂qi
= −ṗi

(108)

Remarque. Pour un potentiel qui ne dépend pas explicitement du temps, la fonction de Hamilton
est l’énergie du système. Dans tous les autres cas, il est préférable de rester prudent ...

Exercice 3.2. Considérer une trajectoire solution des équations de Hamilton. Montrer que H est
conservé au cours du temps (i.e. dH/dt = 0.)

Exercice 3.3. Considérez une particule dans un champ magnétique. Le Lagrangien est

L(~x,~v,t) = 1
2m~v

2 − qΦ(~x,t) + q ~A~v (109)

Montrer que le moment conjugué est :
~p = m~v + q ~A (110)

et que le Hamiltonien est
H(~x,~p,t) = 1

2m
(
~p− q ~A

)2
+ qΦ (111)

Exercice 3.4. Crochets de Poisson : Soient A(q,p) et B(q,p) deux fonctions des coordonnées
généralisées et des moments conjugués. On définit le crochet de Poisson par

{A,B} = ∂A

∂q

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂q
(112)

Soit maintenant une fonction F (q,p,t). Montrer que l’évolution temporelle de F (q,p,t) sur une trajec-
toire solution des équations de Hamilton est donnée par :

dF

dt
= ∂F

∂t
+ {H,F} (113)
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Note. Règle du couplage minimum : Nous avons vu qu’en présence d’un champ magnétique,
la quantité de mouvement n’est plus égale à la partie cinétique m~v, mais qu’elle dépend du potentiel
vecteur ~A (Cf. (110)). Nous avons ainsi :

~v = 1
m
~p− q

m
~A (114)

Nous pouvons donc construire le Hamiltonien avec la règle usuelle :

H(~x,~p,t) = ~p.~v − L(~x,~v,t) = 1
2m

(
~p− q ~A

)2
+ qΦ (115)

Si E est la valeur de H, cette équation peut être réécrite comme :

E − qΦ = 1
2m

(
~p− q ~A

)2
(116)

Aussi : pour passer d’une particule libre à une particule plongée dans un champ magnétique, il suffit
de faire la substitution :

E → E − qΦ

~p→ ~p− q ~A
(117)

Cette règle de substitution est connue sous le nom de règle de couplage minimum. Elle est partic-
ulièrement utile pour établir l’équation de Schrödinger en présence d’un champ magnétique. En effet,
~p devient un opérateur en mécanique quantique :

~p→ i~~∇ (118)
et on établit l’équation de Schrödinger comme :

E = p2

2m → Eψ(~x,t) = 1
2m

(
i~~∇

)2
ψ (119)

Utilisant maintenant la règle (117), nous avons en présence d’un champ magnétique :

(E − qΦ)ψ(~x,t) = 1
2m

(
i~~∇− q ~A

)2
ψ(~x,t) (120)





CHAPITRE 4

Dynamique des champs classiques : passage au continuum

1. Introduction

Nous considérons une châıne de masses m dont les positions sont équidistantes avec un pas du
réseau a. Chaque masse indicée par un entier n est reliée à ses proches voisines par un ressort. Enfin, la
châıne est supposée infinie. On note qn le déplacement relatif de la masse n par rapport à sa positiion
d’équilbre. Une fois la position d’une masse n perturbée, une onde se propage le long de la châıne. On
s’intéresse ici à la variation qn(t),−∞ < n < +∞, le long de la châıne et nous écrirons les équations
du mouvement pour un indice n quelconque.

Dans la limite où la longueur d’onde caractéristique de cette onde est grande devant le pas du
réseau, la position qn(t) peut être vue comme une fonction de la position x avec q(x,t), où x parcourt
la droite réelle. Du point de vue des équations du mouvement, nous sommes passés d’un système avec
un Lagrangien ayant un nombre arbitrairement grand mais discret de degrés de liberté L(. . . ,q̇n, . . .)
à un Lagrangien qui est une fonctionnelle de la position et de ses dérivées L[q(x,t),q̇x(x,t),q̇t(x,t)]. Ce
passage du cas discret au cas continu est l’objet de ce chapitre. Nous désirons établir les équations du
mouvement à partir du principe d’extremum de l’action en utilisant les résultats du chapitre sur le
calcul variationnel.

2. Châıne de masses

Le milieu étant élastique, chaque atome i est connecté aux deux proches voisins i− 1 et i+ 1 par
un potentiel de Hooke, c’est-à-dire un ressort. L’énergie potentielle de l’atome i est donc :

1
2mν

2 (qi−1 − qi)2 + 1
2mν

2 (qi+1 − qi)2 (121)

qui définit une constant élastique de rigidité mν2 (c’est le ”k” dans 1/2kx2). Le Lagrangien total
est donc la somme des énergies potentielles sur les liaisons et non sur les atomes. On vérifie que la
lagrangien total est :

L =
n=+∞∑
n=−∞

[1
2mq̇

2
n −

1
2mν

2 (qn+1 − qn)2
]

(122)

Pour établir les équations du mouvement, on utilise les équations d’Euler. Chaque déplacement qi
étant un degré de liberté:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0 , i = −∞, . . . ,1,2, . . . ,∞ (123)

qui donne :
mq̈i = mν2 (qi+1 + qi−1 − 2qi) , i = −∞, . . . ,1,2, . . . ,∞ (124)

Exercice 2.1. Démontrer cette dernière égalité

Ces équations du mouvement admettent pour solution des ondes planes:
qn(t) = A cos (kxn − ωt) (125)

si et seulement si le vecteur d’onde k et la pulsation ω sont liés par la relation de dispersion :
ω2 = 2ν2 (1− cos(k.a)) (126)

Exercice 2.2. À vérifier de façon explicite.

Il sera maintenant utile de considérer la limite des grandes longueurs d’onde, c’est-à-dire :
k.a� 1 (127)

Comme cos ε ≈ 1− 1
2ε

2 + . . ., la relation de dispersion devient :
ω = ±νa.k (128)

23
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qui est linéaire en k.

Exercice 2.3. Généraliser au cas où les déplacements peuvent avoir lieu dans le plan x, y (deux
dimensions).

3. Châıne continue

Pour passer à la limite du continuum, a→ 0, introduisons d’une part la densité de masse

ρ = m

a
(129)

D’autre part, nous supposons que la vitesse de propagation de l’onde approche une constante c

ω = c.k avec νa→ c (130)

dont la signification physique est que le constante de raideur des ressorts de la châıne discrète est
inversement proportionnelle à a.

Pour obtenir l’énergie potentielle nous faisons le développement de Taylor à l’ordre 1:

qn+1(t)− qn(t) = q ((n+ 1)a,t)− q(na,t) = a
∂q

∂x

∣∣∣
xn=na

(131)

d’où :
n=+∞∑
n=−∞

1
2mν

2 [qi+1 − qi]2 =
n=+∞∑
n=−∞

1
2ρc

2a

[
∂q

∂x

]2

= 1
2ρc

2
∫ x=+∞

x=−∞
dx

[
∂q

∂x

]2
(132)

D’où la définition :

Definition 3.1. Dans la limite du continuum, le lagrangien est une intégrale sur la variable
d’espace x :

L

[
q,
∂q

∂x
,
∂q

∂t

]
=
∫ x=+∞

x=−∞
dx

[
1
2 ρ

[
∂q

∂t

]2
− 1

2ρc
2
∫ x=+∞

x=−∞
dx

[
∂q

∂x

]2]
(133)

Definition 3.2. Dans la limite du continuum, les équations du mouvement sont obtenues en
rendant l’action extrémale :

S [q] =
∫ t2

t1
dtL

[
q,
∂q

∂x
,
∂q

∂t

]
(134)

avec des conditions aux frontières q(x,t1) et q(x,t2) données (on remarque que c’est la valeur de la
fonction q(x,t) qui est donnée en t1,2 quelque soit x). Nous pouvons ainsi réécrire le lagrangien dans
cette limite. Pour l’énergie cinétique :

n=+∞∑
n=−∞

[1
2mq̇

2
n

]
= m

a

n=+∞∑
n=−∞

[1
2mq̇

2
n

]
a

= m

a

n=+∞∑
n=−∞

[1
2mq̇

2
n

]
∆xn →

1
2

∫ +∞

−∞
dx ρ [q̇(x,t)]2

(135)

D’où :
1
c2
∂2q

∂t2
= ∂2q

∂x2 (136)

dont la solution représentant une onde progressive :

q(x,t) = A cos (k.x− ωt) (137)

donne la relation de dispersion :
ω = ±ck (138)

Exercice 3.1. Montrer que les équations du mouvement (124) se ramènent à (136). On fera le
développement de Taylor de q(xn,t) pour a→ 0.
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Note. On remarque que (134) a une allure relativiste. Introduisons la densité lagrangienne L en
trois dimensions pour l’espace physique

L =
∫
d3~xL (139)

L’action S est donc une intégrale à 4 dimensions (3 sur l’espace et 1 sur le temps) :

S =
∫

Ω
d4xL (140)

On on en déduit la règle relativiste : pour que les équations du mouvement ne dépendent pas de
l’observateur, il suffit que la densité Lagrangienne L soit un scalaire de Lorentz (invariant sous une
transformation de Lorentz)

Note. Généralisation : il peut être intéressant de considérer des champs avec plusieurs com-
posantes φa avec a = 1,2, . . . n (l’aimantation dans un solide a trois composantes suivant les trois
axes). Chaque composante évolue avec sa propre équation d’Euler :

∂L
∂φa
− ∂µ

∂L
∂ (∂µφa)

= 0 (141)

Exercice 3.2. Expliciter toutes les dérivées intervenant dans (141) ainsi que leur signe.

Exercice 3.3. Châıne de pendules de torsion : Nous reprenons l’exemple d’une châıne
discrète mais, cette fois, un pendule pesant de masse m et de longueur l est articulé en xn = na
(voir la figure 3 du chapitre 1). Le seul degré de liberté de chaque pendule est l’angle ϕn avec la
verticale (voir Figure du chapitre 1). Le but de ce problème est d’établir le lagrangien et les équations
du mouvement dans la limite où ϕ(x,t) devient une fonction de la variable réelle x.

(1) En supposant qu’il existe un couplage de torsion entre les pendules, donner la forme de
l’énergie potentielle liée au site i. On donnera l’expression la plus simple qui respecte les
symétries. On appellera C la constante élastique de torsion.

(2) En déduire la partie potentielle du Lagrangien.
(3) Déterminer la partie cinétique du Lagrangien.
(4) En déduire les équations du mouvement dans le cas discret.
(5) En procédant par analogies avec le cours, déterminer la limite du continuum du Lagrangien.

En déduire les équations du mouvement.
(6) Montrer que ces équations sont les approximations des équations établies dans le cas discret

et qu’il suffit de considérer la limite des grandes longueurs d’onde.
(7) Rajouter la gravité au problème. Montrer que la gravité dans la limite des petites variations

pour ϕ(x,t) donne un terme en ϕ2.

4. Approche Hamiltonienne

Par analogies avec une particule, on définit le Hamiltonien en prenant la transformée de Legendre :

H = ∂L

∂ (∂0ϕ) − L ( l’indice 0 est pour le temps) (142)

En règle générale, H doit être défini positif.

Exercice 4.1. Champ de Klein-Gordon : considérer le Lagrangien :

L = −1
2(∂uϕ)(∂µϕ)− 1

2m
2ϕ2 (143)

(1) Expliciter L en fonction des dérivées.
(2) Montrer que

H = 1
2

[(
∂ϕ

∂t

)2
+
(
~∇ϕ
)2

+m2ϕ2
]

(144)

qui est positif sauf si ϕ est identiquement nul.
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5. Qu’est-ce qu’une symétrie?

Definition 5.1. On appelle symétrie d’une théoerie des champs, toute opération qui laisse invari-
ante l’action. En particulier, si le jacobien de la transformation est égal à l’unité, cette opération de
sysmétrie préserve le langrangien

Exemple 5.1. Nous verrons plus loin le cas des translations dans le temps et dans l’espace. Nous
étudions ici le cas d’une transformation d’échelle sur les coordonnées

x→ D[x] = λx (145)

Pour trouver la loi de transformation sur les champs

φ− > D[φ] (146)

nous exprimons que D[φ] et φ mesurent la même chose au même endroit :

D[φ](D[x]) = φ(x) (147)

D’où
D[φ](x) = φ(x/λ) (148)

Exercice 5.1. Soit un système abstrait possédant un Lagrangien L(x,ẋ) et donc une action∫ t2

t1
dtL(x,ẋ)

On se donne une fonction K(x,t). Démontrer que les équations d’Euler Lagrange pour le système
possédant le Lagrangien L(x,ẋ) et pour le système ayant L(x,ẋ) + dK/dt pour lagrangien sont les
mêmes. Cette propriété montre qu’un lagrangien n’est défini qu’à une dérivée totale par rapport au
temps près. C’est ce que nous avons déjà vu dans le cas de l’invariance de jauge pour le champ de
Maxwell. On appelle ces symétries de symétries de jauge et elle joue un rôle fondamental en physique
des hautes énergies. Nous n’aborderons pas ce point ici.

Donnons l’exemple d’un possèdant une symétrie simple. Il sera utile de considérer un potentiel
central V (r = ||~x||). La particule étant de masse m, l’action est donnée par :

S[~x] =
∫ t2

t1
dtL(~x,~̇x) avec L(~x,~̇x) = 1

2m~̇x
2 − V (~x) (149)

Les équations d’Euler-Lagrange sont alors
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
= 0⇔ mẍi = − ∂

∂xi
V (~x) i = 1,2 (150)

Considérons maintenant la transformation :

~x→ ~u = −~x (151)

Les équations du mouvement écrites avec ~u au lieu de ~x ont la même forme que (150)

müi = − ∂

∂ui
V (~u) i = 1,2 (152)

car les dépendances fonctionnelles sont les mêmes (le potentiel est à force centrale, donc indépendant
du signe), il n’y a pas de nouveau préfacteur etc. La substitution x→ u est directe.

Si les équation du mouvement ont la même forme, leur solution sont identiques. On dit que
l’opération ~x → ~u est une symétrie du système. Cette définition est générale. La transformation
~x → u est a priori quelconque. Il s’agit ici d’une évidence mais qu’il peut être utile de formaliser en
adoptant deux points de vue :

– Point de vue passif. On se donne un système et deux observateurs O et O′ qui utilisent des
règles différentes pour mesurer les positions. Si O attribue ~x, on supposera que O′ attribue au
même point ~x′. Chaque observateur calcule l’action dans son propre référentiel. Nous avons :

– D’une part, SO =
∫ t2
t1
dtL(~x,~̇x) ;

– Et, d’autre part, SO′ =
∫ t2
t1
dtL(~x′, ~̇x′).
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Une condition suffisante pour que la transfrmation O → O′ réalise une opération de symétrie
est que les lagrangiens ne diffèrent que d’une dérivée totale par rapport au temps (Cf. exercice
plus haut)

L(~x,~̇x) = L(~x′, ~̇x′) + dK(~x′)
dt

(153)

Exemple 5.2. Pour le potentiel à force centrale les deux lagrangiens dans le système x
et dans le système u = −x ont même dépendence fonctionnelle

L(ẋ,x) = 1
2mẋ

2 − V (x) (154)
L(u̇,u) = 1

2mu̇
2 − V (u) (155)

Mais il n’est pas évident dans le cas général que V (x) ait la même forme fonctionnelle que
V (u).

Cette condition nous assure que les équations du mouvement sont effectivement invari-
antes et qu’elles gardent la même forme sous la transformation.

Note. Évidemment, toute opération n’est pas une opération de symétrie. Pour une trans-
formation quelconque les deux observateurs peuvent calculer une action propre à leur système
de référence et en déduire les équations du mouvement. Nécessairement, les actions ont les
mêmes dans les deux repères (le système est identique, seuls les observateurs changent).

SO = SO′ (156)

car la transformation O → O′ ne revient qu’à un simple changement de variable ~x→ ~x′ pour
calculer l’intégrale. Mais les deux lagrangiens sont en général différents.

– Point de vue actif. Ici nous n’avons qu’un seul observateur. La transformation ~x→ ~x′′

est une transformation effectuée dans le même système de référence lié à l’observateur. Ce
dernier point de vue est généralement mieux adapté aux symétries continues qui peuvent être
variée continûment en fonction d’un paramètre.

Voici maintenant quelques transformations simples :
(1) L’inversion ~x→ −~x. Cette ttrnsformation n’est pas continue.
(2) Une translation de vecteur εĉ : ~x → ~x + εĉ. Cette transformation est continue car ε est

aussi petit que l’on veut.
(3) Une rotation d’angle δω autour d’un axe de vecteur unitaire â :

~x→ ~x+ δω~x ∧ â (157)
Cette transformation est aussi continue, car elle dépend deu paramètre δω.

On remarque que les deux dernières transformations peuvent être rendues infinitésimales (i.e.
~x→ ~x+δ~x par un choix convenable de ε ou de δω. On dit qu’il s’agit d’une transformation
continue par opposition à une transformation discrète comme l’inversion ~x→ −~x qui
ne possède pas de petit paramètre pouvant être varié. Dans ce dernier cas, la transformation
est discrète. Ces deux types de transformation peuvent être considérés du point de vue des
symétries, mais les transformations continues permettent d’établir des propriétés importantes.

Conclusion. Dans le point de vue actif, l’observateur associe un point ~x à un point ~x′′ du même
système de référence. On utilise donc le même Lagrangien où les coordonnées et les vitesses sont
exprimées dans le répère ′′. Nous avons donc des équations du mouvement :

∂L

∂x′′i
− d

dt

∂L

∂ẋ′′i
= 0 (158)

Mais si x′′i est solution de cette équation, il n’est pas toujours vrai que xi le soit. Si il l’est, nous avons
une symétrie. Autrement dit, pour que ~x → ~x′′ soit une symétrie, il faut que l’action soit égale dans
les deux systèmes de coordonnées (à une dérivée totale par rapport au temps près) de telle manière
que l’extremum de l’une soit aussi un extremum de l’autre :

S [~x] = S
[
~x′′(~x)

]
+ dK

dt
(159)

Exemple 5.3. Exemple des rotations
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Considérons :
~x′ = ~x+ δ~x où δ~x = δω~x ∧ â (160)

et calculons la variation infinitésimale du Lagrangien :

L
(
~x′′, ~̇x′′

)
= L

(
~x+ δ~x, ~̇x+ δ̇~x

)
(161)

D’où :
δL = δ~x · ∂L

∂~x
+ δ~̇x · ∂L

∂~̇x
(162)

avec
δ~x · ∂L

∂~x
=
∑
i

δxi
∂L

∂xi
(163)

Mais :
d

dt

[
δxi

∂L

∂ẋi

]
= δẋi

∂L

∂xi
+ δxi

d

dt

[
∂L

∂ẋi

]
(164)

avec sommation sur les indices i. D’où (162) s’écrit :∑
δxi

[
∂L

∂xi
−
∑ d

dt

[
∂L

∂ẋi

]]
+
∑ d

dt

[
δxi

∂L

∂ẋi

]
(165)

Supposons maintenant que la rotation soit une symétrie du système. Alors les Lagrangien sont les
mêmes et xi est solution des équations du mouvement. La fonction dans la dérivée totale dans (165)
conduit en effet à une variation de l’action si les instants t1 et t2 sont arbitraires (Voir ci-dessus).
D’où : ∑

i

d

dt

[
δxi

∂L

∂ẋi

]
= d

dt

[
δ~x · ∂L

∂~x

]
= 0 (166)

Mais
δ~x = δω~x ∧ â
∂L

∂~̇x
= m~̇x (167)

Mais (pour vérifier cette égalité, prendre î, ĵ, k̂).

[~x ∧ â] · ~̇x = −â · ~x ∧ ~̇x (168)
et donc d’après (167)

d

dt

[
x ∧ ~̇x

]
= 0 (169)

La quantité qui est conservée n’est autre que le moment cinétique.

6. Théorème d’ Émilie Noether

Ce théorème établi en 1918 par Émilie Noether exprime l’équivalence entre les lois de conservation
et l’invariance des lois physiques due aux symétries. Il s’applique à la fois à des systèmes décrits par la
mécanique lagrangienne (équations différentielles) et à des systèmes décrits par une théorie des champs
(équations aux dérivées partielles). Ce théorème peut être énoncé de façon très simple. Auparavant,
nous définissons :

Definition 6.1. Un groupe de symétries continues est un groupe de symétries qui dépendent d’un
petit paramètre qui peut varié de façon infinitésimale. Par exemple, les rotations infinitésimales :

~x′ = ~x+ δ~x où δ~x = δω~x ∧ â (170)

Propriété 6.1. Alors : À tout groupe de symétries continues, on peut trouver une quantité con-
servée (version mécanique). Quelques exemples : invariance du comportement sous rotation (moment
cinétique), invariance du comportement sous translation dans l’espace (quantité de mouvement), in-
variance du comportement sous translation dans le temps (énergie totale). En théorie des champs, si
il existe une symétrie continue, alors il existe un courant conservé. L’analogue est la conservation de
la charge électrique

∂ρ

∂t
= ~∇ ·~j (171)
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qui résulte elle aussi d’un symétrie (facteur de phase dans le champ complexe qui est l’analogue de la
fonction d’onde de Schrödinger). Ce théorème permet de construire une théorie à partir des quantités
qui sont conservées expérimentalement. Il est généralisable en mécanique quantique et en relativité.

Exercice 6.1. On considère une châıne de masses m connectées à leurs plus proches voisines avec
des ressorts anharmoniques dont la relation force, F , déplacement, x, est donnée par

F (x) = −kx− αkx2 (172)
(1) Écrire le Lagrangien du système.
(2) Démontrer que l’équation du mouvemement pour le ressort j est

m
d2yj
dt2

= k (yj+1 + yj−1 − 2yj) + kα
[
(yj+1 − yj)2 − (yj − yj−1)2

]
(173)

(3) Pour passer à la limite du continuum, on désigne par a la distance entre deux voisins. En
développant yj±1 en série de Taylor au voisinage de yj , démontrer que les équations du
mouvement sont au troisième ordre en a données par

ω−2
0 ytt = yxx + εyxyxx + a2

12yxxxx (174)

où ε = 2αa. On donnera ω0.
(4) Dans la suite, on posera ω0 = 1. On fait le changement de variable :

ξ = x− t; τ = 1
2εt (175)

et on cherche une solution sous la forme
y(x,t) = ψ(ξ,τ) (176)

On remarque que ε impose une échelle de temps et nous nous placerons dans la limite ε→ 0.
En négligeant les termes d’ordre le plus élevé en ε (justifier soigneusement votre calcul),
démontrer que la fonction u = ψx satisfait l’équation (de Korteweg et de Vries)

uτ + uuξ + δ2uξξξ = 0 (177)
où δ2 = a2/12ε.

(5) On cherche à trouver la solution à 1 soliton de l’équation :
∂u

∂t
− 6u∂u

∂x
+ ∂3u

∂x3 = 0 (178)

qui est du type précédent. Nous cherchons une solution sous la forme u(x,t) = z(ξ = x− vt).
Démontrer qu’il existe alors deux constantes réelles A,B telles que :

−v2z
2 + z3 1

2

(
dz

dξ

)2
−Az = B (179)

(6) La solution qui nous intéresse est telle que z(ξ) et toutes ses dérivées s’annulent à l’infini. En
déduire que la valeur de A et celle de B.

(7) Montrer que pour ce choix particulier des conditions aux limites :(
dz

dξ

)2
= z2 (v − 2z) (180)

(8) L’équation différentielle précédente est donc ramenée à calculer l’intégrale :∫ z

z0

ds

s
√
v − 2s

=
∫ ξ

ξ0
ds (181)

Pour intégrer, faire le changement de variable s = v/(2 cosh2w) et donner la solution.





CHAPITRE 5

Théorie de Ginsburg-Landau-Wilson

1. Introdution

L’approche de Landau, ou théorie de Landau (1937), a été développée dans le contexte des transi-
tions de phase entre différents états de la matière. Citons, bien sûr, la transition entre l’état magnétique
et paramamagnétique, mais il existe des centaines d’autres transitions entre différents états (liquide-
gaz, solide-liquide, supraconducteur - état normal, superfluidité, transition métal-isolant etc.) . Bien
que cela ne soit pas évident pour toutes ces transitions, les états de part et d’autre de la ligne de
transition se distinguent de part leur symétrie.

Identifier les symétries : Entre deux phases les symétries sont différentes. L’une phase est
plus symétrique que l’autre. Ceci est illustré en figure 1 (tirée du livre de J. Sethna) .
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192 Order parameters, broken symmetry, and topology

9.1 Identify the broken symmetry:;<:=<

Fig. 9.2 Which is more symmet-
ric? Cube and sphere. (a) The cube
has many symmetries. It can be ro-
tated by 90◦, 180◦, or 270◦ about any
of the three axes passing through the
faces. It can be rotated by 120◦ or 240◦

about the corners and by 180◦ about
an axis passing from the center through
any of the 12 edges. (b) The sphere,
though, can be rotated by any angle.
The sphere respects rotational invari-
ance: all directions are equal. The cube
is an object which breaks rotational
symmetry: once the cube is there, some
directions are more equal than others.

:=< :;<

>?2 @=*2&

Fig. 9.3 Which is more symmet-
ric? Ice and water. At first glance,
water seems to have much less symme-
try than ice. (a) The picture of ‘two-
dimensional’ ice clearly breaks the ro-
tational invariance; it can be rotated
only by 120◦ or 240◦. It also breaks
the translational invariance; the crys-
tal can only be shifted by certain spe-
cial distances (whole number of lattice
units). (b) The picture of water has
no symmetry at all; the atoms are jum-
bled together with no long-range pat-
tern at all. However, water as a phase
has a complete rotational and transla-
tional symmetry; the pictures will look
the same if the container is tipped or
shoved.

What is it that distinguishes the hundreds of different states of matter?
Why do we say that water and olive oil are in the same state (the liquid
phase), while we say aluminum and (magnetized) iron are in different
states? Through long experience, we have discovered that most phases
differ in their symmetry.2

2This is not to say that different phases
always differ by symmetries! Liquids
and gases have the same symmetry, and
some fluctuating phases in low dimen-
sions do not break a symmetry. It is
safe to say, though, that if the two ma-
terials have different symmetries, they
are different phases.

Consider Figs 9.2, showing a cube and a sphere. Which is more sym-
metric? Clearly, the sphere has many more symmetries than the cube.
One can rotate the cube by 90◦ in various directions and not change
its appearance, but one can rotate the sphere by any angle and keep it
unchanged.

In Fig. 9.3, we see a two-dimensional schematic representation of ice
and water. Which state is more symmetric here? Naively, the ice looks
much more symmetric; regular arrangements of atoms forming a lat-
tice structure. Ice has a discrete rotational symmetry: one can rotate
Fig. 9.3(a) by multiples of 60◦. It also has a discrete translational sym-
metry: it is easy to tell if the picture is shifted sideways, unless one shifts
by a whole number of lattice units. The water looks irregular and disor-
ganized. On the other hand, if one rotated Fig. 9.3(b) by an arbitrary
angle, it would still look like water! Water is not a snapshot; it is better
to think of it as a combination (or ensemble) of all possible snapshots.
While the snapshot of the water shown in the figure has no symmetries,
water as a phase has complete rotational and translational symmetry.

9.2 Define the order parameter

Particle physics and condensed-matter physics have quite different philo-
sophies. Particle physicists are constantly looking for the building blocks.
Once pions and protons were discovered to be made of quarks, the fo-
cus was on quarks. Now quarks and electrons and photons seem to be
made of strings, and strings are hard to study experimentally (so far).
Condensed-matter physicists, on the other hand, try to understand why
messy combinations of zillions of electrons and nuclei do such interest-
ing simple things. To them, the fundamental question is not discovering
the underlying quantum mechanical laws, but in understanding and ex-
plaining the new laws that emerge when many particles interact.3

As one might guess, we do not always keep track of all the electrons
and protons. We are always looking for the important variables, the
important degrees of freedom. In a crystal, the important variables are
the motions of the atoms away from their lattice positions. In a magnet,
the important variable is the local direction of the magnetization (an
arrow pointing to the ‘north’ end of the local magnet). The local mag-
netization comes from complicated interactions between the electrons,

3The particle physicists use order parameter fields too; their quantum fields also hide lots of details about what their quarks
and gluons are composed of. The main difference is that they do not know what their fields are composed of. It ought to be
reassuring to them that we do not always find our greater knowledge very helpful.
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9.1 Identify the broken symmetry:;<:=<

Fig. 9.2 Which is more symmet-
ric? Cube and sphere. (a) The cube
has many symmetries. It can be ro-
tated by 90◦, 180◦, or 270◦ about any
of the three axes passing through the
faces. It can be rotated by 120◦ or 240◦

about the corners and by 180◦ about
an axis passing from the center through
any of the 12 edges. (b) The sphere,
though, can be rotated by any angle.
The sphere respects rotational invari-
ance: all directions are equal. The cube
is an object which breaks rotational
symmetry: once the cube is there, some
directions are more equal than others.

:=< :;<
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Fig. 9.3 Which is more symmet-
ric? Ice and water. At first glance,
water seems to have much less symme-
try than ice. (a) The picture of ‘two-
dimensional’ ice clearly breaks the ro-
tational invariance; it can be rotated
only by 120◦ or 240◦. It also breaks
the translational invariance; the crys-
tal can only be shifted by certain spe-
cial distances (whole number of lattice
units). (b) The picture of water has
no symmetry at all; the atoms are jum-
bled together with no long-range pat-
tern at all. However, water as a phase
has a complete rotational and transla-
tional symmetry; the pictures will look
the same if the container is tipped or
shoved.

What is it that distinguishes the hundreds of different states of matter?
Why do we say that water and olive oil are in the same state (the liquid
phase), while we say aluminum and (magnetized) iron are in different
states? Through long experience, we have discovered that most phases
differ in their symmetry.2

2This is not to say that different phases
always differ by symmetries! Liquids
and gases have the same symmetry, and
some fluctuating phases in low dimen-
sions do not break a symmetry. It is
safe to say, though, that if the two ma-
terials have different symmetries, they
are different phases.

Consider Figs 9.2, showing a cube and a sphere. Which is more sym-
metric? Clearly, the sphere has many more symmetries than the cube.
One can rotate the cube by 90◦ in various directions and not change
its appearance, but one can rotate the sphere by any angle and keep it
unchanged.

In Fig. 9.3, we see a two-dimensional schematic representation of ice
and water. Which state is more symmetric here? Naively, the ice looks
much more symmetric; regular arrangements of atoms forming a lat-
tice structure. Ice has a discrete rotational symmetry: one can rotate
Fig. 9.3(a) by multiples of 60◦. It also has a discrete translational sym-
metry: it is easy to tell if the picture is shifted sideways, unless one shifts
by a whole number of lattice units. The water looks irregular and disor-
ganized. On the other hand, if one rotated Fig. 9.3(b) by an arbitrary
angle, it would still look like water! Water is not a snapshot; it is better
to think of it as a combination (or ensemble) of all possible snapshots.
While the snapshot of the water shown in the figure has no symmetries,
water as a phase has complete rotational and translational symmetry.

9.2 Define the order parameter

Particle physics and condensed-matter physics have quite different philo-
sophies. Particle physicists are constantly looking for the building blocks.
Once pions and protons were discovered to be made of quarks, the fo-
cus was on quarks. Now quarks and electrons and photons seem to be
made of strings, and strings are hard to study experimentally (so far).
Condensed-matter physicists, on the other hand, try to understand why
messy combinations of zillions of electrons and nuclei do such interest-
ing simple things. To them, the fundamental question is not discovering
the underlying quantum mechanical laws, but in understanding and ex-
plaining the new laws that emerge when many particles interact.3

As one might guess, we do not always keep track of all the electrons
and protons. We are always looking for the important variables, the
important degrees of freedom. In a crystal, the important variables are
the motions of the atoms away from their lattice positions. In a magnet,
the important variable is the local direction of the magnetization (an
arrow pointing to the ‘north’ end of the local magnet). The local mag-
netization comes from complicated interactions between the electrons,

3The particle physicists use order parameter fields too; their quantum fields also hide lots of details about what their quarks
and gluons are composed of. The main difference is that they do not know what their fields are composed of. It ought to be
reassuring to them that we do not always find our greater knowledge very helpful.

Fig. 1. En (a) Le cube est moins symétrique que la sphère. En (b) l’eau est une phase
plus symétrique (translation et rotation) que la glace.

Un cube est un objet de symétrie élevée. Il est invariant sous des rotations de 90˚ , 120˚ , ou
180˚ . La sphère est invariante sous des rotations d’angle arbitraire. Nous dirons que la sphère est un
objet de plus haute symétrie que le cube. L’encadré (b) montre la différence entre la glace et l’eau.
Dans la phase (( glace )), les molécules d’eau sont aux noeuds d’un réseau de symétie 6. L’eau, quant
à elle, possède en moyenne une symétrie de translation et de rotation de paramètre arbitraire.

L’approche de Landau est basée sur deux concepts clefs. Le premier est l’existence d’un paramètre
d’ordre dont la valeur nous renseigne sur la phase considérée. Le deuxième est l’existence d’une fonc-
tionnelle de ce paramètre d’ordre qui joue le rôle d’une enthalpie libre en thermodynamique.

2. Paramètre d’ordre

Pour décrire l’état du système on introduit un paramètre d’ordre M qui donne, par exemple,
l’aimantation. Au cours de ce chapitre, M deviendra un champ, c’est-à-dire que M sera un vecteur
dont la valeur dépendra de la position x comme M(x). Pour l’instant, nous utiliserons M en oubliant
la dépendance sur x (ce qui veut dire que nous travaillons avec la moyenne thermodynamique <
M(x) >).Enfin, M est écrit comme un vecteur car l’aimantation a des composantes sur les axes x̂, ŷ, ẑ.
Dans l’état magnétique, l’une des composantes de M est non-nulle alors que toutes les composantes
sont nulles dans l’état paramétrique. Soit Mz cette composante. Pour une transition magnétique
ordinaire, la composante Mz s’annule de façon continue à la transition. En-dessous de Tc, Mz est non
nul avec

limMz(T )T→T−c = 0 (182)
En règle générale le comportement du paramètre au voisinage de la transition permet de classifier

les transitions en deux catégories :
(1) Les transitions de phase du 1er ordre (de loin les plus communes) pour lesquelles le paramètre

d’ordre a un saut au voisinage de la transition. Il passe d’une valeur finie non-nulle à une
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valeur strictement nulle. Pour cette raison, les transitions de phases du 1er ordre sont appelées
scshapediscontinues dans le langage contemporain des transitions de phase.

(2) Les transitions de phase d’un ordre supérieur qui sont, quant à elles, continues. Comme dans
l’exemple du magnétisme, le paramètre d’ordre s’annule de façon continue à la transition (ce
qui ne veut pas dire que c’est un fonction analytique, i.e. développable en série de Taylor, de
la température, voir la suite).

Conclusion : Le comportement des observables (suceptibilité, chaleur spécifique etc. )
est très différént suivant le caractère de la transition. De façon surprenante, les transitions
de phase continues (on dit aussi du 2e ordre) sont les mieux comprises à ce jour.

Exemple 2.1. Un exemple important de systèmes ayant de très nombreuses phases à une température
voisine de la température ambiante est donné par les cristaux liquides. Ces critaux sont constiués de
longue molécules oblongues dont l’axe porte un directeur n̂. Pour les cristaux liquides, seule la direc-
tion de n̂ est importante et non sons sens, car la molécule peut être inversée par rotation de 180˚ sans
rien changer aux effets physiques.

Une des transitions thermodynamiques des cristaux liquides est la transition isotrope - nématique.
Dans l’état isotrope, les molécules ont une orientation arbitraire. Dans l’état nématique, elles ont une
orientation préférentielle suivant un axe mais le système est toujours invariant sous translation. On
peut donc briser la symétrie de rotation de façon indépendante de la symétrie de translation (cette
transition est une transition discontinue).
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Fig. 9.5 Nematic order parame-
ter space. (a) Nematics are made up
of long, thin molecules that prefer to
align with one another. (Liquid crystal
watches are made of nematics.) Since
they do not care much which end is
up, their order parameter is not a vec-
tor n̂ along the axis of the molecules,
but is instead a unit vector up to the
equivalence n̂ ≡ −n̂. (b) The ne-
matic order parameter space is a half-
sphere, with antipodal points on the
equator identified. Thus, for example,
the route shown over the top of the
hemisphere is a closed path; the two in-
tersections with the equator correspond
to the same orientations of the nematic
molecules in space.

!

:;< :=<

sphere S2, because locally it has two dimensions. (They do not care
what dimension the sphere is embedded in.)

Choosing an order parameter is an art. Usually we are studying a new
system which we do not understand yet, and guessing the order param-
eter is a piece of figuring out what is going on. Also, there is often more
than one sensible choice. In magnets, for example, one can treat M as a
fixed-length vector in S2, labeling the different broken symmetry states.
This topological order parameter is the best choice at low temperatures,
where we study the elementary excitations and topological defects. For
studying the transition from low to high temperatures, when the mag-
netization goes to zero, it is better to consider M as a ‘soft-spin’ vector
of varying length (a vector in R3, Exercise 9.5). Finding the simplest
description for your needs is often the key to the problem.

Before varying our order parameter in space, let us develop a few
more examples. The liquid crystals in LCD displays (like those in old
digital watches) are nematics. Nematics are made of long, thin molecules
which tend to line up so that their long axes are parallel. Nematic liquid
crystals, like magnets, break the rotational symmetry. Unlike magnets,
though, the main interaction is not to line up the north poles, but to
line up the axes. (Think of the molecules as American footballs, the
same up and down.) Thus the order parameter is not a vector M but
a headless vector !n ≡ −!n. The order parameter space is a hemisphere,
with opposing points along the equator identified (Fig. 9.5(b)). This
space is called RP 2 by the mathematicians (the projective plane), for
obscure reasons.

u

6

8 5

u

u

Fig. 9.6 Two-dimensional crystal.
A crystal consists of atoms arranged in
regular, repeating rows and columns.
At high temperatures, or when the
crystal is deformed or defective, the
atoms will be displaced from their lat-
tice positions. The displacement u is
shown for one of the atoms. Even bet-
ter, one can think of u(x) as the lo-
cal translation needed to bring the ideal
lattice into registry with atoms in the
local neighborhood of x.
Also shown is the ambiguity in the def-
inition of u. Which ideal atom should
we identify with a given real one? This
ambiguity makes the order parameter u
equivalent to u + max̂ + naŷ. Instead
of a vector in two dimensions, the order
parameter space is a square with peri-
odic boundary conditions.

For a crystal, the important degrees of freedom are associated with the
broken translational order. Consider a two-dimensional crystal which
has lowest energy when in a square lattice, but which is deformed away
from that configuration (Fig. 9.6). This deformation is described by an
arrow connecting the undeformed ideal lattice points with the actual
positions of the atoms. If we are a bit more careful, we say that u(x)

Exemple 2.2. Pour la châıne harmonique du chapitre précédent qui simule la propagation d’ondes
élastiques, le déplacement u(x) est e paramètre d’ordre.
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9.3 Examine the elementary excitations

!:";

Fig. 9.8 One-dimensional sound
wave. The order parameter field for
a one-dimensional crystal is the local
displacement u(x). Long-wavelength
waves in u(x) have low frequencies, and
cause sound.
Crystals are rigid because of the bro-
ken translational symmetry. (Glasses
are quite rigid, but we fundamentally
do not understand why [130].) Because
they are rigid, they fight displacements.
Because there is an underlying continu-
ous translational symmetry, a uniform
displacement costs no energy. A nearly
uniform displacement, thus, will cost
little energy, and therefore will have
a low frequency. These low-frequency
elementary excitations are the sound
waves in crystals.

It is amazing how slow human beings are. The atoms inside your eyelash
collide with one another a million million times during each time you
blink your eye. It is not surprising, then, that we spend most of our
time in condensed-matter physics studying those things in materials that
happen slowly. Typically only vast conspiracies of immense numbers of
atoms can produce the slow behavior that humans can perceive.

A good example is given by sound waves. We will not talk about
sound waves in air; air does not have any broken symmetries, so it
does not belong in this chapter.6 Consider instead sound in the one-

6We argue here that low-frequency ex-
citations come from spontaneously bro-
ken symmetries. They can also come
from conserved quantities; since air
cannot be created or destroyed, a long-
wavelength density wave cannot relax
quickly.

dimensional crystal shown in Fig. 9.8. We describe the material with
an order parameter field u(x), where here x is the position within the
material and x − u(x) is the position of the reference atom within the
ideal crystal.

Now, there must be an energy cost7 for deforming the ideal crystal.

7At finite temperatures, we mean a free
energy cost.

There will not be any cost, though, for a uniform translation; u(x) ≡ u0

has the same energy as the ideal crystal. (Shoving all the atoms to the
right does not cost any energy.) So, the energy will depend only on
derivatives of the function u(x). The simplest energy that one can write
looks like8

8See Exercises 9.5 and 9.6.

E =
∫

dx
1
2
κ

(
du

dx

)2

. (9.2)

Higher derivatives will not be important for the low frequencies that
humans can hear.9 Now, you may remember Newton’s law F = ma.

9Terms with high derivatives become
small when you look on long length
and time scales; the nth derivative
∂nu/∂xn ∼ 1/Dn for a function with
variations on a length D. (Test this;
take the 400th derivative of u(x) =
cos(2πx/D).) Powers of gradients
(∂u/∂x)n ∼ 1/Dn are also small.

The force here is given by the derivative of the energy F = −(dE/d#).
The mass is represented by the density of the material ρ. Working out
the math (a variational derivative and an integration by parts, for those
who are interested) gives us the wave equation

ρü = κ(d2u/dx2). (9.3)

The solutions to this equation

u(x, t) = u0 cos(kx− ωkt) (9.4)

represent phonons or sound waves. The wavelength of the sound waves
is λ = 2π/k, and the frequency is ω in radians per second. Substituting
eqn 9.4 into eqn 9.3 gives us the relation

ω =
√

κ/ρ k. (9.5)

The frequency gets small only when the wavelength gets large. This
is the vast conspiracy: only huge sloshings of many atoms can happen
slowly. Why does the frequency get small? Well, there is no cost to a uni-
form translation, which is what eqn 9.4 looks like for infinite wavelength.
Why is there no energy cost for a uniform displacement? Well, there is
a translational symmetry: moving all the atoms the same amount does
not change their interactions. But have we not broken that symmetry?
That is precisely the point.

Fig. 2. Champ de déplacement pour la châıne d’atomes.

3. Énergie libre de Landau et symétries

Dorénavant, nous nous limiterons aux transitions de phase continues (cf. ci-dessous). L’hypothèse
suivante, elle aussi due à Landau, est que les potentiels thermodynamiques sont des fonctions ana-
lytiques de ce paramètre d’ordre. Si nous contrôlons la température et la pression, nous utiliserons
l’enthalpie libre G(T,p,M) → G(M). L’aimantation M étant supposée homogène, nous déterminons
M à partir de la condition d’extremum :

1
Ω
dG

dM
= 0 (183)
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où Ω est le volume du système. Lorsque M deviendra un champ, nous aurons :
δG

δM(x) = 0 (184)

car G[M(x)] sera une fonctionnelle du paramètre d’ordre.
Étudions d’abord M = Cste. Considérons le cas où M n’a qu’une composante. Comme le paramètre

d’ordre M est petit, G peut être développée en puisssance de ce paramètre d’ordre. Supposons :
(1) que le développement de G ne contienne que des puissances paires de M :

G = G0 + a(T,P )M2 + u(T,P )M4 (185)

L’enthalpie est donc invariante sous le changement M → −M . L’état qui minimise l’énergie
libre est dégénéré et la symétrie de G(M) reflète les symétries du système. Pour que le système
possède un minimum, nous supposons u > 0 (sans cela, il faut inclure les termes d’ordre 6).

(2) que le développement de G contient une puissance impaire. Nous prendrons un terme cubique :

G = G0 + aM2 + bM3 + uM4 (186)

où a, b, et u sont des fonctions de la température T et de pression P . L’enthalpie libre n’a
plus la symétrie M → −M . Le terme cubique n’est possible que si les symétries du système
ne l’interdisent pas.

Le cas (185) est caractéristique d’une transition de phase continue. Le cas (186) est, quant à lui,
caractéristique d’une transition de phase du premier ordre.

4. Minimisation de l’enthalpie libre

Nous considérons ici le cas d’une transition de phase continue (2e ordre). Il suffira ici de prendre
u > 0 et u indépendant de (T,p) (on montre en physique statistique que cela ne change rien).
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-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

(a)

0.5 1.0 1.5 2.0
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Fig. 3. Énergie libre de Landau suivant le cas a < 0 ou a > 0 (un minimum en 0
ou deux minima). En (b), schéma d’une énergie libre pour une transition de 1er ordre
obtenue avec b < 0 dans l’Éq. (186).

Éq (185) possède un ou deux minima suivant le signe de a.
(1) Si a > 0 le seul minimum est obtenu pour M = 0. L’état est paramagnétique.
(2) Si a < 0, G possède deux minima séparés par un maximum en M = 0. Les valeurs des minima

sont obtenues à partir de (183). Nous avons

M± = ±
√
− a

2u (187)

qui s’annule en T = Tc de façon non analytique. Conclusion : Pour décrire une transition de phase
continue, il suffit de prendre a(T,P ) comme

a(T,P ) = ã2(T − Tc) avec a2 > 0 (188)
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et nous trouvons :

M(T ) =

 0 si T > Tc√
ã2
2u(Tc − T )1/2 si T < Tc

(189)

5. Généralisation : énergie libre de Landau-Ginzbourg-Wilson

Comme pour la châıne harmonique, nous désirons tenir compte des variations locales du paramètre
d’ordre. Dans le cas de la châıne, le déplacement q des atomes était le paramètre d’ordre et l’interaction
entre atomes proches voisins prenait la forme (Cf. Éq. (133)) du chapitre précédent :

1
2c
∫
dx

(
∂q

∂x

)2
(190)

avec un gradient qui résulte de l’interaction entre atomes proche voisins. Ce terme est une énergie
potentielle qui pénalise les déplacement inhomogènes. Dans le cas de la théorie de Landau, nous
pouvons aussi pénaliser les variations locales du paramètre d’ordre en incluant un terme analogue.
Nous avons donc pour l’enthalpie libre :

G =
∫

Ω
dxG =

∫
Ω
dx

[1
2c (∇M)2 + a2(T − Tc)M(x)2 + uM(x)4

]
(191)

où G est une densité.

6. Étude d’une paroi de domaine magnétique

Nous considérons un échantillon magnétique à une température inférieure à la température critique.
Le système possédant la symétrie M → −M , l’aimantation locale peut prendre deux valeurs. Nous
supposons qu’il existe deux domaines, où loin de l’interface entre les deux domaines, l’aimantation
prend la valeur qui minimise le potentiel (191) en volume. Négligeant les termes en gradient (a(T,P ) =
a2) et supposant que le paramètre d’ordre est un scalaire (M→M), nous avons en volume (c’est-à-dire
loin de la paroi) :

dG

dM
= 0 (192)

soit
M = ±M0 avec 2a2M0 + 4uM3

0 = 0 (193)
ou

M0 =
(
− a2

2u

)1/2
avec a2 < 0 (194)

En l’absence de tere en gradient dans l’enthalpie libre, le profil d’aimantation M(x) passe brusquement
de la valeur +M0 à −M0 lorsqu’on franchit l’interface entre les deux domaines. Cette discontinuité
n’est pas physique et l’interface est en fait le lieu où M varie rapidement entre les deux limites ±M0.
Le terme (∇M)2 pénalisant les variations rapides de M dans l’enthalpie libre (191), nous calculons le
profile de variation de M(x) à partir de l’équation d’Euler :

δG

δM(x) = 0 soit ∂G
∂M
− ∂x

∂G
∂∂xM

= 0 (195)

avec les deux conditions aux limites :

lim
x→+∞

M(x) = +M0 (196)

lim
x→−∞

M(x) = −M0 (197)

D’où l’équation différentielle :
c

2a2

d2M

dx2 = M + 2 u
a2
M3 (198)

L’analyse dimensionnelle de cette équation montre immédiatement à partir de la dérivée seconde en
x qu’il existe une longueur caractéristique :

ξ =
√
− c

2a2
(199)
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qui fixe un étalon pour toutes les échelles de longueur. Cette longueur joue un rôle fondamental dans
la théorie des transitions de phase continues où elle est appelée longueur de corrélation. Notons
ici simplement que ξ diverge au voisinage de la transition :

ξ ∼ (Tc − T )1/2 →∞ (200)
L’équation (198) étant non-linéaire, donc, a priori difficile à résoudre, nous la linéarisons. Cette

approximation sera naturellement d’autant plus valable que l’aimantation M sera petite, c’est-à-dire
que nous serons au centre de la paroi de domaine :

ξ2d
2M

dx2 = −M (201)

Cette équation donne un profile M(x) en fonction d’un sinus. Si cette approximation est valable pour
x − x0 petit (x = x0 au centre de la paroi) car sin(x − x0)/ξ0 ≈ (x − x0)/ξ0, elle perd tout son sens
ailleurs car l’aimantation doit se raccorder à sa valeur en volume ±M0. Il faut donc garder le terme
cubique ! Heureusement, l’équation (198) est intégrable car elle ne dépend pas explicitement de x.

Multiplions membre à membre par dM/dx et intégrons

1
2ξ

2
(
dM

dx

)2
− 1

2ξ
2
(
dM

dx

)2∣∣∣
x=−∞

= 1
2M(x)2 + 1

2
u

a2
M(x)4 − 1

2M
2
0 −

1
2
u

a2
M4

0 (202)

À l’infini, nous avons :
1
2ξ

2
(
dM

dx

)2∣∣∣
x=−∞

= 0 (203)

Et :
M2

0 = −1
2
a2
u

(204)

D’où :
− u

a2
M4

0 = −1
2M

2
0 (205)

Nous avons donc : ∫
dM[

M2 + u
a2
M4 − 1

4M
2
0

]1/2 = ±1
ξ

(x− x0) (206)

où x0 est arbitraire. On peut donc intégrer cette équation différentielle en calculant l’intégrale.
Pour gagner du temps, il est plus simple de vérifier directement que

M0(x) = ±M0 tanh
[
x− x0√

2ξ

]
(207)

est solution de l’équation différentielle. Comme prévu, ξ définit la seule unité de longueur qui renor-
malise toutes les échelles sur l’axe des x.

Les variations de la fonction tanh étant concentrées près de l’origine, on définit la largeur car-
actéristique de la paroi comme

√
2ξ =

(
−c/(

√
2a2)

)1/2
. La constante c multipliant le gradient dans

l’énergie libre, la largeur est bien déterminée par le poids du terme en gradient (qui pénalise les
variation du paramètre d’ordre).

Remarque. Au voisinage de la température critique de Curie, T → T−c , on a a2 → 0 et ξ → ∞.
La largeur de la paroi tend donc vers l’infini à la transition avec, pour interprétation physique, un
mélange des deux phases à toutes les échelles.

Nous désirons calculer l’excès d’énergie d’une paroi par rapport à une phase d’aimantation uni-
forme ±M0. Nous calculons donc :

∆G = c

2

∫
dx

(
dM

dx

)2
+
∫
dx
[
a2M

2 + uM4 − a2M
2
0 − uM4

0

]
(208)

Pour calculer cette intégrale, il est plus simple de remarquer que l’équation différentielle à laquelle
obéit M(x) donne directement :

M2 + u

a2
M4 − 1

2M
2
0 −

u

a2
04 = ξ2

(
dM

dx

)2
(209)
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Aussi :
∆G = −ca2

ξ

1
u

(210)
car ∫ ∞

0
dx
(
1− tanh(x)2

)2
= 2

3 (211)

On remarque :

Remarque. ∆G ∝ 1/u. La variation d’énergie n’est donc pas développable en série de puissance
de u. Pour calculer l’énergie de la paroi, nous devons résoudre le problème non-linéaire.

Remarque. Lorsque T− → T−c , ξ →∞ et donc ∆G→ 0.

Exercice 6.1. On considère la fonctionnelle :

F [ϕ] =
∫
dx

[
1
2λ
(
∂ϕ

∂x

)2
+ f(ϕ)

]
(212)

où f(ϕ) est une fonction possédant deux minima en ϕ1 et ϕ2 (voir schéma). Ici, le champ ϕ joue le
rôle de paramètre d’ordre et F [ϕ] celui d’énergie libre. En fonction de la position relative des minima
de f(ϕ), quelle est la phase qui envahit l’autre?

(1) Quelle est la condition à laquelle doit satisfaire ϕ pour que F [ϕ] soit extrémale? Nous sup-
poserons par la suite que cette condition d’extremum donne un minimum de F [ϕ]. Pour
répondre à cette question, on écrira les équations d’Euler de la fonctionnelle.

(2) Lorsque le champ ϕ(x,t) n’est pas la configuration qui minimise F [ϕ), le champ ϕ(x,t) relaxe
vers la configuration d’équilibre. Nous supposerons que cette relaxation peut être décrite par
l’équation suivante :

ηϕ̇t = λ
∂2ϕ

∂x2 −
df

dϕ
(213)

où η est l’analogue d’une viscosité. Discuter en fonction du résultat des questions précédentes
la signification physique de ce postulat.

(3) Lorsqu’on s’écarte de la position d’équilibre ϕ1, on pose :

ϕ = ϕ1 + δϕei(kx−ωt) (214)
En développant f(ϕ) au deuxième ordre au voisinage de ϕ1, montrer que :

iω = λ

η

[
k2 + 1

λ
f ′′(ϕ1)

]
(215)

(4) Quelle est la condition sur f ′′(ϕ1) pour que cet état soit stable ? On fera attention aux
flutuations du paramètre d’ordre de grandes longueurs d’onde.

(5) Nous nous intéressons au problème d’une paroi stationnaire entre deux domaines où le champ
ϕ(x,t) minimise l’énergie libre (212). On supposera les conditions :

lim
x→−∞

ϕ(x,t) = ϕ1

lim
x→+∞

ϕ(x,t) = ϕ2
(216)

Montrer :
λ

2ϕ
′2(x) = f(ϕ) + C (217)

Déterminer la constante C en fonction des données du problème lorsqu’il y a un équilibre
stationnaire et utiliser une analogie mécanique pour discuter votre résultat. On désignera par
ϕ0(x) la solution du problème stationnaire.

(6) Nous nous intéressons maintenant au problème d’une paroi mobile avec une vitesse constante
c. On cherche une solution sous la forme d’une onde progressive :

ϕ(x,t) = ϕ̃(x− ct) (218)
Quelle est l’équation différentielle à laquelle satisfait ϕ̃(ξ = x − ct)? Pour répondre à cette
question, il sera utile de faire le changement de variable ξ = x− ct et d’en déduire l’équation
différentielle ordinaire à laquelle obéit le paramètre d’ordre.
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(7) En déduire la relation exacte :

ηc

∫ +∞

−∞
ϕ̃′2dx = f2 − f1 (219)

(8) Nous nous plaçons dans le cas d’une paroi mobile. Supposons que ϕ soit bien approximée par
son profil stationnaire ϕ0. Montrer que la vitesse est alors donnée par :

c = λ

ηγ
(220)

où
γ = λ

∫ +∞

−∞
ϕ̃′2dx (221)

(9) Dans la suite du problème, nous supposons un système bi-dimensionnel repéré par ses coor-
données cartésiennes (x,y) ou polaire (r,θ). Nous considérons un germe de rayon R, ϕ = ϕ1,
dans une matrice infinie avec ϕ = ϕ2. Montrer que la fonctionnelle (212) devient ici :

F [ϕ] =
∫
dr r

[
1
2λ
(
∂ϕ

∂r

)2
+ f(ϕ)

]
(222)

Quelle est l’équation différentielle à laquelle satisfait ϕ(r) si nous supposons un état station-
naire?

(10) Montrer que dans le cas stationnaire :

λ

∫ +∞

0

1
r

(
∂ϕ

∂r

)2
= f2 − f1 (223)

(11) Nous nous intéressons au problème d’un interface de forme quelconque. Nous introduisons
une coordonnées z qui donne la distance suivant la normale. Nous admettrons la formule
suivante :

∇2ϕ = ∂2ϕ

∂z2 + 1
R

∂ϕ

∂z
(224)

où R est le rayon de courbure de l’interface. Cette formule généralise le laplacien en coor-
données polaires. Montrer qu’à l’équilibre stationnaire :

f2 − f1 = γ

R
(225)

qui est la loi de Laplace
(12) En déduire que la vitesse c pour un interface mobile dépend de la courbure par :

c = λ

ηγ
[f2 − f1 − γκ] (226)

(13) On s’intéresse au cas particulier où f2 = f1. Montrer que la croissance d’un germe de rayon
R(t) obéit à la loi :

R(t) ∝ t1/2 (227)





CHAPITRE 6

Solitons

1. Introduction

La non-linéarité des équations de propagation est un problème difficile mais qui conduit à de
nouveaux types de solutions. Dans ce chapitre, nous étudions quelques solutions de type soliton.
Ces ondes sont des ondes progressives à une vitesse v qui peut être arbitraire. On peut les visualiser
comme une paroi de domaine se propageant dans la direction de leur normale.

2. Équation de Sine-Gordon

Considérons à nouveau la châıne d’aiguilles couplées entre elles par une interaction de torsion.
Rappelons le Lagrangien :

L =
∫ +∞

−∞
dx

[
1
2ρl

2
[
∂φ

∂t

]2
− 1

2σ
[
∂φ

∂x

]2
− ρgl (1− cosφ)

]
(228)

Pour simplifier, posons pour le potentiel :
U(φ) = ρgr (1− cosφ) (229)

ce qui permettra d’avoir des résultats valides, en fait, quelque soit U(φ). Notons que U(φ) est périodique
car la substitution φ→ φ+ 2π ne change rien.

En coordonnées réduites, c’est-à-dire en unités appropriées pour ramener toutes les constantes à
un, les équations du mouvement sont solutions de l’équation d’Euler :

−∂
2φ

∂t2
+ ∂φ

∂x2 = U ′(φ) (230)

qui est une équation aux dérivées partielles non-linéaire car U ′(φ1 + φ2) 6= U ′(φ1) + U ′(φ2). Si nous
approximons ce potentiel dans la limite des petits angles :

U ′(φ) ≈ φ (231)
l’équation du mouvement devient une équation linéaire. On dit que les champs sont (( libres )) et toute
solution est la superposition linéaire d’ondes planes :

φ(x,t) =
∑
k

Ak cos(kx− ωkt) (232)

Ces solutions sont caractérisées par une distorsion de l’angle φ(x,t) qui couvre la droite réelle sur
[−∞,+∞] de façon périodique. Toutes les parties de la châıne voient donc (( passer )) un train d’onde
oscillant et ces ondes sont délocalisées.

2.1. Mise en forme. Considérons maintenant le cas non-linéaire. Nous allons montrer qu’il
existe une onde progressive qui se propage à la vitesse v. Cette solution interpole entre deux limites
asymptotiques pour x→ ±∞ avec une différence de 2kπ, k ∈ Z :

lim
x→±∞

φ(x,t) = 0 [2π] ,∀t. (233)

Pour chercher ces solutions qui s’apparentent à une paroi mobile, nous cherchons les solutions sous
la forme :

φ(x,t) = f(x− vt) (234)
avec le seul argument naturel :

ξ = x− vt (235)
qui contient à la fois la coordonnée d’espcae x et celle de temps t. Les conditions aux limites deviennent
alors :

lim
ξ→±∞

φ(x,t) = φ±∞ (236)

39
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L’équation aux dérivées partielles devient alors une équation différentielle ordinaire :(
1− v2

) d2f

dξ2 = U ′(f) (237)

qui devient en multipliant par df/dξ :(
1− v2

) d2f

dξ2
df

dξ
= U ′(f)df

dξ
⇒ 1

2
(
1− v2

)(df
dξ

)2
= U(f) + C (238)

où C est une constante d’intégration qui est déterminée en fonction des conditons aux limites.
Nous cherchons des solutions dont l’énergie est finie. Mais :

E =
∫
dx

[
1
2

(
∂φ

∂t

)2
+ 1

2

(
∂φ

∂x

)2
+ U(φ)

)
(239)

et donc :
lim

x→±∞

∂φ

∂x
= 0 (240)

pour que l’intégrale converge avec :
lim

x→±∞
U(φ) = 0⇒ φ±∞ = 2kπ ,k ∈ Z. (241)

Ce qui permet de démontrer que C = 0 dans (238). Posons :

γ = 1√
1− v2

(242)

où v < 1. Nous verrons dans l’exercice suivant qu’il est toujours possible de trouver des solutions pour
v > 1 (appelées tachyons), mais celles-ci s’avèrent instables (elles se désagrègent très rapidement en
plusieurs solutions avec v < 1). On remarque l’alure relativiste de ces solutions, car v = 1 fixe une
borne supérieure que l’onde ne peut pas dépasser. Donc :

df

(2U(f))1/2 = ±γdξ (243)

qui permet d’avoir ξ(f) et donc f(ξ). L’Éq. (243) est donc la solution de l’onde. Celle-ci peut encore
s’écrire : ∫ f du

(2U(u))1/2 = ±γ(ξ − ξ0) (244)

2.2. Comportement asymptotique : soliton et anti-soliton. Pour connâıtre les solutions, il
est utile de développer U(φ) au voisinage d’un minimum qui peut être

φ0 = 0, 2π, . . . , 2kπ (245)
L’important est que la différence des valeurs de φ(x,t) en ±∞ soit un multiple de 2π.

Au voisinage d’un minimum φ0 :

U(u) ≈ 1
2U
′′(φ0) (u− φ0)2 (246)

D’où :
±γ(ξ − ξ0) ≈

∫ f du(
U ′′(φ0) (u− φ0)2

)1/2 (247)

d’où :
±γ(ξ − ξ0) ≈ ± ln (| f − φ0 |)

[U ′′(φ0)]1/2
(248)

qui implique un comportement exponentiel au voisinage des deux asymptotes :∣∣f(ξ)− φ0
∣∣ ≈ e±γ[U ′′(φ0)]1/2(ξ−ξ0), avec ξ → ±∞ (249)

Conclusion : Nous avons deux types d’onde suivant le ±.
(1) Le (( kink )) où la solution (( monte )) de 0 à 2π.
(2) L’(( anti-kink )) qui va de 2π à 0.
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Fig. 1. Solution de type (( kink )) pour deux valeurs de γ. On remarque que la pente à
l’origine (ξ0 dans le texte) crôıt avec γ. Le soliton transporte donc une énergie infinie
lorsque γ tend vers l’infini (ou v → 1−), ce qui fixe une valeur limite à la vitesse v.

2.3. Solution exacte interpolant entre 0 et 2π. En fait, nous pouvons intégrer pour avoir
la solution exacte lorsque l’expression du potentiel est suffisamment simple. Pour le cas qui nous
intéresse :

U(u) = 1− cosu (250)
et ∫ f

π

du
√

2 (1− cosu)1/2 =
∫ f/2

π/2

du[
1
2 (1− cos 2u)

]1/2 =
∫ f/2

π/2

du

sin u = ln
[
tan f4

]
(251)

Nous avons donc les deux solutions :

φkink(x,t) = 4 arctan [exp [γ (x− vt− ξ0)]] (252)
φanti-kink(x,t) = 4 arctan [exp [−γ (x− vt− ξ0)]] (253)

dont le domaine de variation principal est fixé par le paramètre γ. Plus la vitesse v de l’onde s’approche
de 1, plus γ est grand et, donc, plus grande est la valeur de la pente en ξ0 où l’angle est fixé à π.
On s’attend donc à ce que l’énergie transportée par l’onde croisse avec la vitesse v et qu’elle diverge
lorsque v → 1.

2.4. Calcul de l’énergie. Pour calculer l’énergie d’un soliton, ré-écrivons :

E =
∫
dx

[
1
2

(
∂φ
∂t

)2
+ 1

2

(
∂φ
∂x

)2
+ U(φ)

]
(254)

=
∫+∞
−∞ dx

[
1

2γ2

(
df
dξ

)2
+ U(f)

]
(255)

Mais : (
df

dξ

)2
= 2γ2U(f) ou U(f) = 1

2γ2

(
df

dξ

)2
(256)

Comme
1
2

[(
∂φ

∂t

)2
+
(
∂φ

∂x

)2]
=
(

1− 1
2γ2

)(
df

dξ

)2
(257)

D’où :

Ekink =
∫+∞
−∞ dξ

[
df
dξ

]2
= γ

∫+∞
−∞ dξ dfdξ (2U(f))1/2 (258)

= γ
∫ φ+∞
φ−∞

(2U(f))1/2 df (259)
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car, dans la dernière intégrale, nous pour pouvons intégrer sur f et non sur ξ. Pour calculer l’énergie,
nous n’avons donc pas besoin de connâıtre la solution exacte ! Il suffit de connâıtre les deux valeurs
du champ lorsque ξ → ±∞.

Pour U(f) = 1− cos f = 2 sin2 f/2, on trouve :

Ekink = 2γ
∫ π

0
sin u du = 4γ (260)

qui diverge bien lorsque v approche 1 par valeur inférieure.

Exercice 2.1. D’après A. Scott. Nous considérons la ligne de transmission supraconductrice de
la figure ci-dessous. Un matériau isolant est pris en sandwich entre deux couches supraconductrices.
Nous supposerons que ce dispositif peut être schématisé par un circuit électrique équivalent où L est
l’inductance et C la capacitance par unité de longueur.

Nous admettrons que les équations de conservation du flux magnétique et celle de la charge
électrique conduisent au système suivant :

∂V

∂x
= −L ∂I

∂xt
∂I

∂x
= −C∂V

∂t
− I0 sinφ

(261)

où V est la d.d.p. aux bornes de l’isolant. Le terme I0 sinφ représente la transmission Josephson au
travers de l’isolant et il est d’origine quantique. La phase φ est celle de la fonction d’onde supracon-
ductrice macroscopique et elle est reliée à V par :

∂φ

∂t
= 2e

~
V (262)

où e est la charge électrique d’un électron (remarquer le facteur 2).
(1) Montrer que :

∂φ

∂x
= −2eL

~
I (263)

(2) Montrer que :
∂2φ

∂x2 −
1
c2
∂2φ

∂t2
= 1
λ2
J

sinφ (264)

où on donnera c et λJ .
(3) En déduire en renormalisant les distances et le temps par des facteurs appropriés que l’équation

de propagation se ramène à :
uxx − utt = sin u (265)

(4) Introduire la solution de propagation d’une onde u(x,t) = ũ(x− vt) et montrer
1
2
(
1− v2

) [
ũ′
]2 = A− cosu (266)
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(5) En déduire que la solution est :

u(x,t) = 4Arctang
[
e
±
(
x−vt−x0√

1−v2

)]
(267)

à condition que v2 < 1.
(6) Montrer que cette équation est invariante sous la substitution :

(x,t)→ (ξ,τ) (268)
avec :

ξ = x− vt√
1− v2

τ = τ − vx√
1− v2

(269)

Déterminer la pente à l’origine et montrer que celle-ci tend vers l’infini quand v → 1−1.
(7) Dessiner ces solutions pour différentes valeurs de v et comparer les domaines de variation

lorsque v → 1−.
(8) Ces solutions ne sont possibles que si |v| < 1. Montrer que

u(x,t) = 4Arctang
[
e
±
(
x−vt−x0√

v2−1

)]
+ π (270)

est solution pour |v| > 1. Ces solutions sont instables (ne pas démontrer).
(9) Nous désirons étudier les solutions périodiques

ũ(θ) = ũ(θ + 2π) Mod 2π (271)
où θ = ωt− βx avec une valeur local pour la vitesse v = ω/β.
(a) Supposer A > 1 et |v| < 1. Montrer :√

β2 − ω2
∫ ũ dy√

2 (A− cos y)
= θ (272)

La variation de ũ est-elle monotone avec θ?
(b) En utilisant la même démarche, démontrer que la solution 1 > A > −1 oscille.

3. Solutions multi-solitons et transformation de Bäcklund

Nous nous intéressons à l’équation de Sine-Gordon et nous montrons qu’il existe une transformation
permettant de ramener le problème de la recherche des solutions (( muli-solitons )) à une algèbre. Cette
approche permet de construire une par une toute les familles de solitons.

Introduisons les nouvelles variables:

x+ = 1
2(x+ t)

x− = 1
2(x− t)

(273)

D’où les dérivées partielles :
∂

∂x+
= ∂t

∂x+

∂

∂t
+ ∂x

∂x+

∂

∂x

= ∂

∂t
+ ∂

∂x

(274)

et
∂

∂x−
= ∂

∂t
− ∂

∂x

∂2

∂x−∂x+
= ∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

(275)

D’où l’ équation du mouvement équivalente à l’équation de Sine-Gordon :
∂+∂−φ = sinφ (276)
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Fig. 2. Solution oscillante à deux solitons se propageant à des vitesses de signe
opposé (t = −100,− 10,10,100).

Considérons maintenant le système d’équation différentielle du 1er ordre suivant où les inconnues
sont φ0 et φ1.

∂+

[
φ1 − φ0

2

]
= a sin

[
φ1 + φ0

2

]
∂−

[
φ1 + φ0

2

]
= 1
a

sin
[
[φ1 − φ0

2

] (277)

où a est un nombre réel.
Supposons maintenant que (φ0, φ1) soit solution de ce système. Utilisant la première équation :

∂−∂+

[
φ1 − φ0

2

]
= cos

[
φ1 + φ0

2

]
sin
[
φ1 − φ0

2

]
(278)

Et en utilisant la seconde :

∂−∂+

[
φ1 + φ0

2

]
= sin

[
φ1 + φ0

2

]
cos

[
φ1 − φ0

2

]
(279)

D’où :

∂−∂+

[
φ1 − φ0

2 + φ1 + φ0
2

]
= ∂+∂−φ1 = sinφ1 (280)

En conclusion : Si (φ0,φ1) sont solutions du système (277), alors (φ0,φ1) sont aussi solution de
l’équation de Sine-Gordon. Nous avons donc trouvé l’équivalent d’une intégrale première, car l’équation
de Sine-Gordon est une équation du 2e ordre, alors que le système (277) est un système du 1er ordre.

Cette propriété peut alors être utilisée pour construire une solution à partir d’une solution déjà
connue : Supposons que nous connaissions φ0, alors l’Eq. (277) est une équation pour φ1 qui dépend
de φ0. Nous notons :

φ1 = Ba(φ0) (281)
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où Ba est une application qui à φ0 associe φ1. D’après ce qui précède, Ba(φ0) est solution de l’équation
de Sine Gordon.

Note. Il est utilise d’illustrer cette propriété en prenant φ0 identiquement nul (qui est solution
de Sine-Gordon). Nous allons déterminer φ1 à partir du système (277).

Si φ0 = 0, nous avons :

∂+φ1 = 2a sin φ1
2

∂−φ1 = 2
a

sin φ1
2

(282)

Nous changeons maintenant de variable :

ξ = ax+ + 1
a
x−

η = ax+ −
1
a
x−

(283)

D’où :

∂ξφ1 = 2 sin φ1
2

∂ηφ = 0
(284)

qui redonne la solution connue

tan φ4 = exp [ξ − ξ0] = exp [γ (x− vt− ξ0)] (285)
avec :

v = 1/a− a
1/a+ a

(286)

Donc B1(φ0) est la solution à un soliton de l’équation de Sine-Gordon.
En règle générale, il sera utile d’utiliser le théorème suivnat dû à Bianchi (donné ici sans démonstration).

Si :
φ1 = Ba1 [φ0]
φ2 = Ba2 [φ0]

(287)

Alors, les opérations commutent :
φ3 = Ba2 [φ1] = Ba1 [φ2] (288)

avec :
Ba1 ◦Ba2 = Ba2 ◦Ba1 (289)

On démontre de plus :
tan φ3 − φ0

4 = a2 + a1
a2 − a1

tan
[
φ2 − φ1

4

]
(290)

C’est précisément cette égalité qui a été utilisée pour construire la solution oscillante de la figure (2)
en utilisant φ0 = 0 et deux solutions de type soliton pour φ1 et φ2. En conclusion, l’égalité (290)
permet de déterminer explicitement une solution à partir de deux autres solutions.





CHAPITRE 7

Théorie des ondes : approche linéaire

1. Position du problème

L’équation d’une onde est une équation aux dérivées partielles où les variables sont des variables
de temps et d’espace. Suivant l’ordre de la dérivée par rapport au temps, on rencontre les cas suivants :

– L’équation de chaleur qui est une équation parabolique :
∂u

∂t
= ∆u (291)

– L’équation d’onde qui est une équation hyperbolique :
1
c2
∂2u

∂t2
= ∆u (292)

– L’équation de Laplace (équation elliptique) :
∆u = 0 (293)

Pour un système linéaire, si u1(x,t) et u2(x,t) sont solutions alors la combinaison Au1(x,t) +Bu2(x,t)
est aussi solution. Dans le cas d’un système non-linéaire, cette propriété est évidemment fausse. C’est
le cas, par exemple, de l’équation de Sine-Gordon :

uxx − utt = sin u (294)
qui représente en coordonnées réduite un système de pendules couplés par la torsion.

Nous considérons désormais un système linéaire, par exemple l’équation d’onde (292). On cherche
une solution sous la forme d’une onde progressive :

u(x,t) = ũ(x− vt) (295)
où v est la vitesse. Après avoir substitué dans (292) :

ũ′′
(

1− v2

c2

)
= 0⇒ v = ±c si ũ′′ 6= 0 (296)

Le cas ũ′′ = 0 n’étant pas passionnant, nous prendrons v = c.
On vérifie que la solution générale est la somme de deux ondes progressives se propageant en sens

opposé :
u(x,t) = f(x− vt) + g(x+ vt) (297)

où les fonctions f et g sont arbitraires : ce sont les conditions initiales qui déterminent les solutions !
On suppose que les fonctions F (x) et G(x) sont connues. Celles-ci fixent les conditions initiales

sur la solution et sur sa dérivée par rapport au temps. Posons :{
u(x,0) = F (x)
ut(x,0) = G(x)

(298)

D’où:
f(x) + g(x) = F (x)

−cf ′(x) + cg′(x) = G(x)
(299)

Ces deux équations permettent de déterminer la solution unique comme :

u(x,t) = 1
2c {(cF (x− ct)−H(x+ ct)) + (cF (x− ct) +H(x−+ct))} (300)

où H(y) est une primitive de G(y) :
H(y) =

∫ y

duG(u) (301)
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2. Relation de dispersion



CHAPITRE 8

Théorie des champs électriques comme théorie de jauge

1. Corde de Dirac

Nous considérons un solénöıde infini parcouru par un courant. À l’intérieur du solénöıde, le champ
est constant:

~B = (0,0,B0) (302)
avec un potentiel vecteur

~A = B0
2 (−y,x,0) = 1

2
~B ∧ ~r (303)

à une transformation de jauge près.
À l’extérieur du solénöıde, le champ est nul. Mais le potentiel vecteur n’est pas nul ! En effet, le

flux à travers une surface fermée s’appuyant sur un contour Γ est

Φ =
∫
S

~B.~n dA = πa2B0 (304)

Pour chaque contour Γ, nous pouvons calculer le flux à partir de la règle d’Ampère:

Φ =
∮
~A.d~l (305)

Donc, ~A ne peut être nul à l’extérieur du solénöıde. L’expression de ~A est connue. Comme ~A est
continu en
rho = a:

~Ain = B0
2 (−y,x,0)

~Aout = B0
2

a2

x2 + y2 (−y,x,0)
(306)

En raison de (304), le potentiel vecteur ~A ne peut pas être nul partout en-dehors du solénöıde. On ne
peut pas trouver une transformation de jauge :

~A→ ~A+ ~∇.χ(r) (307)

qui rende ~A strictement nul en dehors du solénöıde. Peut-on trouver une transformation qui fasse que
~A soit nul presque partout? oui !

Considérons la fonction:
φ(x,y) = arctan y

x
(308)

avec:
∂φ

∂x
= − y

x2 + y2

∂φ

∂y
= + x

x2 + y2

(309)

Donc, la transformation de jauge:

χ(r,t) = −B0a
2

2 φ(x,y) (310)

transforme le potentiel vecteur comme:
~A→ ~A+ ~∇χ = ~0 (311)

qui est nul ! Comme celui-ci ne peut être nul partout, le potentiel vecteur doit être singulier quelque
part !
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En fait :
lim

x→+∞
arctan x− lim

x→−∞
arctan x = 2π (312)

en raison de la coupure sur la demi-droite ] −∞,0] (la corde de Dirac). Cette coupure introduit une
singularité de type δ(x) et bien que ~A soit nul presque partout, l’intégrale∮

~A.d~l (313)

est non nulle. L’effet Aharonov-Bohm permettra de discuter ce point dans le contexte des supracon-
ducteurs.

2. Interaction champ - particule

Nous avons introduit un potentiel de jauge Aα0 = (φ0, ~A) décrivant le champ électromagnétique. Le
même champ électromagnétique est décrit avec le potentiel Aα = Aα0 + ∂αχ (attention au changement
de signe entre les dérivées temporelles et spatiales). Un changement de jauge modifie donc le potentiel
sans changer la force de Lorentz.

Nous nous nous plaçons pour l’instant dans un contexte classique (par opposition à une situation
quantique). Une particule interagit avec un champ ~E, ~B et il existe donc une force de Lorentz : q ~E +
q~v ∧ ~B. Si le champ est produit par un solénöıde infini de rayon a, le champ est nul à l’extérieur, mais
il prend la valeur B0 à l’intérieur. Même si le champ est nul à l’éxtérieur, le potentiel vecteur, quant
à lui, est non-nul :

~A = 1
2B0a

2 1
x2 + y2 (−y,x,0) (314)

et on ne peut pas se débarasser de ~A par une transformation de jauge qui annulerait ~A dans tout
l’espace.

Question : existe-t-il un effet associé au mouvement de la particule en-dehors du solénöıde? Peut-on
distinguer la situation avec et sans courant?

Cet effet, si il existe (et il existe !), ne peut pas être un effet décrit par la mécanique classique.
Cet effet quantique, appelé effet Bohm-Aharonov est un effet quantique lié à la phase de la fonction
d’onde ψ(r,t) où |ψ(r,t)|2 est la densité de probabilité de trouver la particule en r à t.

3. Propagateur

Nous considérons l’équation de Schrödinger :

i~
∂ψ

∂t
=
(
− ~2

2m∇+ V (r)
)
ψ(r,t) (315)

Au lieu d’écrire (( probabibilité de trouver une particule )), nous préférerons (( probabilité d’ob-
server l’évènement )) qui caractérise mieux une expérience d’interférence. Dans l’expérience des fentes
d’Young, l’évènement est l’observation de l’impact sur l’écran dû à la particule. Cet évènenement est
décrit par une amplitude φ(x) (x est la coordonnée qui permet de repérer le détecteur sur l’écran).
Cette amplitude est la somme des amplitudes des deux chemins élémentaires qui interviennent en
parallèle, car la particule a la possibilité de passer par les deux fentes :

φ(x) = φ1(x) + φ2(x) (316)

Si un évènement peut être décomposé en une série d’évènements intervenant de façon séquentielle,
nous aurions φ(x) = φ1(x)φ2(x). La règle de la somme des amplitudes pour des évènments intervenant
en parallèle est à l’origine des interférences.

Revenons maintenant à l’équation de Schrödinger. Nous désirons connecter l’amplitude d’observer
la particule en r1 à t1 avec celle de l’observer en r2 à t2. Soit :

K(r2,t2; r1,t1) (317)

l’amplitude de probabilité que la particule soit observée en r2 à t2 sachant qu’elle était en r1 à t1.
Par définition K(. . .) est une amplitude de probabilité conditionnelle. Nous avons la relation

φ(r2,t2) =
∫
dr1K(r2,t2; r1,t1)φ(r1,t1) (318)
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ce qui revient à sommer sur toutes les amplitudes de probabilité sachant que la particule était quelque
part en t1. Cette équation est équivalente à l’équation de Schrödinger, car elle contient la même
information, à partir du moment où on connâıt la forme du propagateur K(. . .).

4. Propagateur de Feynman

Dans l’espace (r,t) (en une dimension, on écrit (x,t)) on se donne deux points A(r1,t1) et B(r2,t2).
Dans cet espace, un chemin est une ligne continue, dérivable, mais sans auto-intersection entre les
points A(r1,t1) et B(r2,t2). Soit Γ un chemin et φΓ(B|A) l’amplitude de probabilité qu’une particule
suive ce chemin particulier. Sommons sur tous les chemins :

K(B,A) =
∫
dΓφΓ(B|A) (319)

pour définir le propagateur de Feynman. La définition de l’intégrale sur (( tous les chemins )) est
délicate. Pour en donner une, discrétisons le temps sur des intervalles t1,1 = t1, t1,2, . . . , t1,n = t2. En
1d, nous avons donc une suite de positions x(t1,1),x(t1,2), . . . ,x(t1,n = t2). Cette suite étant discrète,
nous pouvons développer en coffécient de Fourrier. Intégrer sur les chemins revient donc à intégrer
sur les coefficients de Fourrier qui sont des nombres complexes. On s’est donc ramené à un problème
connu.

Le problème est maintenant de trouver φΓ (B|A). On postule:

φΓ (B|A) = e
i
~S(Γ) (320)

où S(Γ) est l’action associée au chemin Γ :

S(Γ) =
∫ t2

t1
dtL

(
x,
dx

dt

)
(321)

avec le principe (( démocratique )) entre les chemins qui ont même densité de probabilité. Les progateurs
ne peuvent donc différer que d’un facteur de phase. D’où la forme exponentielle imaginaire de (335).
On a donc :

K(r2,t2,r1,t1) =
∫ x(t2)=r2

x(t1)=r1
exp

[
i

~

∫ t2

t1
dtL

(
x,
dx

dt

)]
D [x(t)] (322)

Propriété 4.1. Donnons-nous (x1,t1). Alors K(. . .) est une fonction de (x2,t2). C’est une fonc-
tion d’onde, mais celle-ci n’est pas étalée en t1 car a particule est en x1. De :

φ(x2,t2|x1,t1) =
∫
dx1K (x2,t2|x1,t1)φ(x1,t1) (323)

on a :
φ(x2,t1|x1,t1) =

∫
dx1K (x2,t1|x1,t1)φ(x1,t1) (324)

D’où :
K(x2,t1,x1,t1) = δ(x2 − x1) (325)

Comme K(. . .) est une fonction d’onde, K(. . .) satisfait aussi à une équation de convolution :

K(x3,t3,x1,t1) =
∫
dx2dt2K(x3,t3,x2,t1)K(x2,t2,x1,t1) (326)

Propriété 4.2. En fonction de la forme du propagateur, nous pouvons comparer une situation
classique à une situation quantique. Pour une situation classique, seul un chemin compte : c’est celui qi
rend l’action extremale. On note que les variations de l’action sont étalonnées par la valeur numérique
de la constante ~. Nous dirons qu’une situation classique est une situation où l’ensemble des chemins
dont l’action diffère d’un nombre inférieur à π est un ensemble très localisé sur le chemin qui extrémise
l’action. Dans le cas d’une situation quantique, c’est le contraire. On peut trouver une chemin très
différent de celui qui extremise l’action, mais qui diffère de celui-ci par une différence de phase très
faible. Considérant la forme du propagateur (322), deux chemins différant d’un facteur de phase de
π donnent des interférences destructives et ils ne contribuent pas au propagateur. Dans une situation
classique, le domaine centré sur le chemin extrémal où l’action varie à l’intérieur d’un intervalle de
taille π est petit. Dans une situation quantique, c’est le contraire.
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5. Effet Aharonov-Bohm

Les notions de jauge et de phase sont caractéristiques des effets quantiques. Nous illustrons ici
l’effet Aharonov-Bohm où le flux magnétique emprisonné à l’intérieur d’un anneau supra-conducteur
est un multiple d’un quantum de flux 2π~/q avec q = 2e.

Un métal comme l’aluminium peut être supraconducteur en-dessous d’une température critique
(1.19 K). Nous nous intéresserons ici aux supraconducteurs de type I où un échantillon supraconducteur
expulse le champ magnétique du matériau. Cette expulsion a pour origine les courants supraconduc-
teurs de surface qui créent un champ magnétique qui s’oppose au champ magnétique externe. La
somme des deux champs est alors nul.

L’état supraconducteur est décrit par un paramètre d’ordre complexe qui est une fonction d’onde
macroscopique. Nous pouvons séparer partie réelle et partie imaginaire:

ψ(r,t) = |ψ(r,t)|eiφ(r,t) (327)
où la partie réelle est la densité de paire de Cooper. La phase φ(r,t) dépend de la position. Dans un
supraconducteur les paires de Cooper portent une charge 2e et nous pouvons trouver le courant à
partir de l’équation de continuité (ou conservation du courant) :

∂ρ

∂t
+ ~∇.~j = 0 (328)

avec pour densité de charge:

ρ = −ψψ̄ ⇒ ∂ρ

∂t
= −ψ̄ ∂ψ

∂t
− ψ∂ψ̄

∂t
(329)

Pour simplifier cette équation, nous rappelons que la fonction d’onde ψ(r,t) est solution de l’équation
de Schrödinger:

∂ψ

∂t
= i~

2m

[
~∇+ iq

~

]2
ψ (330)

D’où :
∂ρ

∂t
= i~

2m
~∇
[
ψ

(
~∇+ iq

~
~A

)
− ψ̄

(
~∇− iq

~
~A

)]
(331)

Ce qui permet de trouver l’expression du courant des paires de Cooper :

ji = i~
2m

[
D̄iψ − ψDiψ̄

]
(332)

avec la règle du couplage minimal:
Dα = ∂α −

iq

~
Aα (333)

qui permet de définir toutes les quantités invariantes de jauge:
ψ̄Dαψ ; DαψDβψ̄ ; ou FαβD

αψDβψ̄ (334)

Exercice 5.1. Démontrer que si ρ(r,t) est constant alors:

j = ρ~
2m

[
∇φ− qA

~

]
(335)

Cette expression démontre une propriété essentielle des états supraconducteurs: les gradients de
phase induisent un courant de charge.

Nous considérons maintenant la géométrie d’un anneau supraconducteur. L’échantillon a été
préparé dans un champ magnétique externe qui a été ensuite coupé. A l’intérieur de l’anneau, le
courant est nul. Utilisant (335), nous avons:

~∇φ− q ~A

~
= 0 (336)

qui peut être intégré sur un contour Γ autour du trou central de l’anneau. Par la règle d’Ampère, le
flux Φ passant par l’anneau est égal à la circulation de ~A:

Φ =
∮
~A.d~l = ~

q

∮
Γ
∇φdl (337)

La dernière intégrale n’est pas nécessairement nul même en l’absence de champ magnétique. La seule
contrainte est l’unicité de la fonction d’onde, mais cette unicité n’implique que la phase de la fonction
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d’onde φ(r,t) soit définie à un facteur 2π près. Rien n’interdit à cette phase de faire un saut de 2π
à chaque tour sur le contour Γ (comparer avec la corde Dirac). Cette singularité étant possible, on
trouve que le flux Φ à travers l’anneau est quantifié:

Φ =
∮
~A.d~l = ~

q
2πn (338)

dont la première observation expérimentale est due à Faierbanks et Dever.

6. Formulation relativiste de l’électromagnétisme

Voici un formulaire nécessaire pour simplifier les notations. On définit la métrique à partir de la
matrice :

ηα,β =


0 1 2 3

0 −1 0 0 0
1 0 +1 0 0
2 0 0 +1 0
3 0 0 0 +1

 (339)

avec la règle suivante pour la position des indices d’un quadri-vecteur :

kα = (k0,ki) = (ω,~k)

kα = ηαβk
β = (−ω,~k)

(340)

On a:

Sαβ =
(
S00 S0j
Sj0 Sij

)
(341)

Sαβ =
(
−S00 −S0j
Sj0 Sij

)
(342)

Sαβ =
(
S00 −S0j
−Sj0 Sij

)
(343)

Pour les dérivées, nous avons :

∂α = ∂

∂xα
=
(
∂

∂t
,~∇
)

∂α∂α = − ∂2

∂t2
+ ∆

(344)

Le tenseur électromagnétique est défini à partir de la matrice 4× 4 :

Fαβ =


0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 Bz −By
Ey −Bz 0 Bx
Ez By −Bx 0

 (345)

ou (la plus pratique !):
Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα (346)

Ce qui permet de réécrire les équations de Maxwell :

∂αFβγ + ∂βFγα + ∂γFαβ = 0 (347)

ainsi que l’équation de conservation du courant:

∂αJ
α = 0 (348)

Exercice 6.1. En utilisant directement (345), démontrer que la densité d’énergie du champ
électromagnétique a la forme connue

1
2
(
E2 +B2

)
= 1

4FαβF
αβ (349)
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7. Le champ de Klein-Gordon

Nous nous donnons deux champs réels, φ1(x) et φ2(x) et nous supposerons que la dynamique de
ces champs est donné par la densité Lagrangienne:

L = −1
2∂µφ1∂

µφ1 −
1
2m

2φ2
1 −

1
2∂µφ2∂

µφ2 −
1
2m

2φ2
2 (350)

où:
∂µφi∂

µφi = −∂2
t φi + ∆φi , i = 1,2 (351)

En théorie des champs, m est l’analogue d’une masse. Le champ dont le Lagrangien est (??) est un
champ de Klein-Gordon, analogue relativiste d’une particule de spin 0. On remarque le signe − devant
la dérivée deuxième par rapport au temps. Les équation du mouvement sont simples:(

∂µ∂
µ −m2

)
φi = 0 , i = 1,2 (352)

Il existe une notation qui peut être utile. On introduit un champ complexe:
φ(x) = φ1(x) + iφ2(x) ,i2 = −1 (353)

et le lagrangien est écrit sous une forme compacte :

L = −1
2∂µφ∂

µφ− 1
2m

2φφ̄ (354)

Comme le montre l’exercice suivant, nous pouvons considérer φ(x) et φ̄(x) comme des champs indépendants.

Exercice 7.1. Démontrer que les équation d’Euler pour φ(x) et φ̄(x) sont équivalentes aux
équations d’Euler pour φi(x), i = 1,2.

∂L
∂φ̄
− ∂µ

 ∂L
∂
[
∂µφ̄

]
 = 0 (355)

8. Théorie des champs chargés électriquement du point de vue de la théorie de jauge

Considérons un champ complexe de Klein-Gordon φ = φ1 + φ2 dont la densité lagrangienne est :

Lφ = −1
2∂µφ∂

µφ̄− 1
2m

2φφ̄ (356)

Nous avons vu que le courant

Jµ = i

(
φ

dL
∂(∂µφ) − φ̄

dL
∂(∂µφ̄)

)
= i

2
(
φ∂µφ̄− φ̄∂µφ

)
(357)

était conservé.

Propriété 8.1. Interprétation physique de Jµ : le champ complexe est un champ avec des parties
réelles et imaginaires. Une fois quantifié, le champ représentera deux types de particules. On peut en
effet envisager la production d’une paire particule-antiparticule (électron-positron):

γ → e− + e+ (358)
qui sont toutes les deux chargées. Si le champ φ est un champ chargé électriquement, nous souhaitons
qu’il représente les deux particules qui interagissent avec le champ de Maxwell.

Nous cherchons à construire un lagrangien d’interaction champ-particule LI . Un fois LI donné,
nous pourrons calculer le lagrangien total:

L = Lφ + LAα + LI

= −1
2∂µφ∂

µφ̄− 1
2m

2φφ̄− 1
4FαβF

αβ + LI
(359)

Pour déterminer LI nous exigeons que la théorie soit invariante de jauge:
Aα → Aα + ∂αχ (360)

La théorie est invariante de jauge si nous remplaçons les dérivées par les dérivées covariantes:
∂α → ∂α − ieAα (361)
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On rappelle que cette règle est celle du couplage minimal. Par conséquent, si nous utilisons le La-
grangien :

L = −1
2 [(∂µ − ieAµ)φ]

[
(∂µ − ieAµ)φ

]
− 1

2m
2φφ̄− 1

4FαβF
αβ (362)

Par construction, ce lagrangien est invariant de jauge et il contient un terme d’interaction entre le
champ et le potentiel A.Introduisons maintenant une transformation de jauge locale:{

φ(x) → eieχ(x)φ(x)
Aα(x) → Aα + ∂αχ(x)

(363)

D’où :
φ̄(x)→ e−ieχ(x)φ̄(x) (364)

Nous démontrons que le courant est :

Jµ = i

2
[
φDµφ− φDµφ

]
(365)

qui est une quantité réelle, invariante de jauge par construction, et qui redonne l’expression connue
du courant:

Jµ = i

2
[
φ∂µφ− φ∂µφ

]
(366)

en l’absence de champ électromagnétique.
Pour le démontrer, nous utilisons les équations de Maxwell:

L = −1
2 [(∂µ − ieAµ)φ]

[
(∂µ − ieAµ)φ

]
− 1

2m
2φφ̄− 1

4FαβF
αβ (367)

D’où :

∂µ

[
∂L

∂[∂µAα]

]
= − [∂µ∂µAα − ∂α∂µAµ]

= −∂µFαβ
(368)

et:
∂L
∂Aα

= ie

2
[
φDαφ− φDαφ

]
(369)

qui implique le courant Jµ est conservé (avec la définition de e comme la charge électrique) .

Propriété 8.2. (1) Si nous faisons :
Aα → Aα + δAα (370)

alors:
δLI = Jα(x)δAα(x) (371)

comme il se doit.
L’invariance de jauge implique la conservation de la charge. En effet :

∂µF
αβ = −Jβ → ∂βJ

β = 0 (372)
Une symétrie locale implique donc une loi de conservation.

Remarque. Nous avons donc établi que la conservation du courant découlait d’une symétrie de
jauge. Cette propriété est en fait une conséquence du théorème de Noether. Une transformation de
jauge est une opération de symétrie sur la fonction d’onde. La composition des transformation de
jauge:

ψ(x,t)→ ei
q
~χ1(x,t)ψ(x,t)→ ei

q
~χ2(x,t)ei

q
~χ2(x,t)ψ(x,t) = ei

q
~ [χ1(x,t)+χ2(x,t]ψ(x,t) (373)

constitue un groupe.

Exercice 8.1. Nous rappelons l’équation de conservation du courant :

∂µJ
µ = 0 ou − ∂ρ

∂t
+∇ ·~j = 0 (374)

On dira que cette équation exprime la conservation de la charge, car la variation locale de densité
ρ est compensée par la différence des courants entrant et sortant dans un volume élémentaire (d’où
la divergence). Cette équation est généralement démontrée en partant des équations de Maxwell. Ici
nous la démontrons à partir d’un principe de symétrie.
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En physique des hautes énergies, on considère la réaction où un photon (non chargé) donne un
électron et un positon : si la charge est conservée, la particule et l’antiparticule doivent avoir une
charge opposée.

γ → e+ + e− (375)
Dans ce problème, nous construisons une théorie des champs qui contient à la fois une particule et son
antiparticule et nous établissons les conditions sous lesquelles la charge est conservée.

(1) Si nous représentons le champ par un nombre complexe φ = φ1 + iφ2 avec (i2 = −1), que
peuvent représenter φ1 et φ2 ?

(2) Nous supposons que la densité Lagrangienne s’écrit :

L = −1
2
(
∂µφ

)
(∂µφ)− 1

2m
2φφ+ LI −

1
4FαβF

αβ (376)

Que représentent chacun des termes? Expliciter le dernier en fonction des champs électriques
~E et magnétiques ~B (il est nécessaire d’utiliser le formulaire vue en cours).

(3) On supposera qu’on peut utiliser la règle du couplage minimal où
∂µ → ∂µ − ieAµ (377)

Donner la densité lagrangienne totale équivalente à (376).
(4) Démontrer que cette densité est invariante sous le changement de jauge locale :

φ(x)→ eieχ(x) · φ(x)
Aα(x)→ Aα(x) + ∂αχ(x)

(378)

(5) On remarque que la transformation de jauge de la question précédente est équivalente à faire :

φ(x)→ eiα(x)φ(x) (379)
Quelle est la différence par rapport au cas étudié en cours? Nous avons donc un groupe de
symétries continues et locales car la fonction χ(x) (x = coordonnée espace-temps) dépend de
x.

(6) On rappelle la définition du courant en l’absence de champ :

Jµ = 1
2
[
φ∂µφ− φ∂µφ

]
(380)

Que devient cette définition en présence d’un champ magnétique?
(7) On considère l’action qui peut être décomposée comme

S = S0 + SAα + SI(φ,Aα) (381)
Donner la définition de SI(φ,Aα) en fonction du courant.

(8) Comment pouvez-vous démontrer l’équation suivante :

∂µ
∂L

∂(∂µAα) = ∂L

∂Aα
ı.e. ∂LI

∂Aα
= −∂µFµα (382)

Quelle est cette équation?
(9) On considère la transformation :

φ(x)→ eieεχ(x) · φ(x) = φ(x) + εψ(x)
Aα(x)→ Aα(x) + ε∂αχ(x)

(383)

où nous n’avons pas besoin de savoir quelle est la forme exacte de ψ(x) sinon qu’elle s’annule
aux frontières du domaine Ω où est contraint le champ (on choisit l’ensemble des χ(x) qui
satisfont à cette condition). Sachant que la théorie est construite pour être invariante de
jauge, nous avons :

dS

dε
|ε=0 = 0 (384)

En déduire : ∫
Ω

(∂µJµ)χ(x) d4x = 0 (385)

(10) Conclure que l’invariance de jauge locale implique la conservation de la charge électrique.
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Note : nous n’avons jamais utilisé les équation de Maxwell et nous sommes arrivés à ce résulat unique-
ment en exigeant une symétrie.





CHAPITRE 9

Ondes chimiques et systèmes ouverts à flux de matière ou d’énergie

1. Lois de conservation et quantités conservées

Nous considérons un système sur la droite réelle −∞ < x < ∞. Soit Q une quantité conservée
au cours du temps. Cette quantité ne peut donc être ni créée ni détruite par la dynamique du champ
que nous allons considérer. Les espèces chimiques peuvent diffuser de telle sorte que la concentration
locale peut varier, mais la quantité de matière totale Q est constante. On définit le flux j(x,t) de cette
quantité et sa densité n(x,t).

On a

Q =
∫ +∞

−∞
dxn(x,t) (386)

L’équation de conservation pour une tranche ∆x est écrite comme :

∆x d
dt
n(x+ ∆x

2 ) = j(x,t)− j(x+ ∆x,t) +O(∆x2) (387)

D’où :
∂n

∂t
+ ∂j

∂x
= 0 (388)

On retrouve bien que la quantité totale :

Q =
∫ +∞

−∞
n(x,t) dx (389)

est conservée car
dQ

dt
=
∫ +∞

−∞
dx

∂n

∂t
= −

∫ +∞

−∞
dx

∂j

∂x
= j(+∞,t)− j(−∞,t) = 0 (390)

car le flux est nul aux bornes.
Par définition, un système où où l’énergie est conservée (ou toute autre quantité) est dit système

conservatif. Il est dissipatif dans tous les autres cas. En particulier, tout système lagrangien
est conservatif car l’énergie, c’est-à-dire la fonction de Hamilton, est conservée.

Revenons à l’équation de diffusion (388). Nous supposons que les flux sont proportionnels aux
gradients de concentration lorsque que ceux sont petits. C’est-à-dire :

j = −D∇n (391)

où D est le coefficient de diffusion. L’équation (391) n’est valable que dans le régime linéaire. Dans la
littérature anglosaxonne, cette relation de proportionnalité est généralement appelée équation consti-
tutive.

D’où :
∂n

∂t
= D∆n (392)

L’équation (391) est l’équation de diffusion (( classique )). On remarque que la dérivée par rapport au
temps est d’ordre 1 alors que la dérivée par rapport au temps pour une équation d’onde est d’ordre
2. Il s’agit d’une différence importante qui change le caractère des solutions fondamentales.

Le chapitre précédent a permis d’étudier des ondes solitaires dans les problèmes de mécanique. Ici,
nous démontrons l’existence d’ondes propagatives chimiques pour des systèmes diffusifs. Ces ondes
sont solutions de l’équation de diffusion où on a rajouté un terme source qui permet des non-linéarités
nécessaires à la propagation de ces ondes.
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2. Réactions chimiques auto-catalytiques

Il existe de nombreuses réactions chimiques conduisant à des cinétiques non-linéaires. Considérons
le cas où une espèce u réagit avec une espèce z pour donner u :

u+ z
k+

GGGGGGBFGGGGGG

k−
2u (393)

Autrement dit, lorsque z rencontre u, z se transforme en u! Cette équation est auto-catalytique,
car u est impliqué dans sa propre production.

Nous avons la cinétique
du

dt
= k+uz − k−u2 (394)

En tamponnant la solution chimique, il est possible de maintenir la concentration z constante (en
couplant le système à une auyre réaction chimique suffisamment rapide). Nous pouvons donc poser
z = 1. Nous avons donc

du

dt
= k+u

(
1− k−

k+
u

)
= f(u) (395)

où f(u) est un polynôme du deuxième degré.

3. Équation de réaction diffusion

Lorsqu’on étudie la cinétique chimique, on suppose que les concentrations ne dépendent que du
temps. Nous nous intéressons maintenant au cas où ces concentrations dépendent du temps et de
l’espace. Pour simplifier, nous supposerons une seule coordonnée d’espace x avec une concentration
c(x,t).

Le système qui nous intéresse est obtenu à partir de l’équation classique de diffusion ∂tc = D∂xxc
en rajoutant un terme de source f(c) appelé terme de réaction :

∂tc = D∂xxc+ f(c) (396)

En règle générale, f(c) est une fonction possédant un ou plusieurs zéros décrivant des états d’équilibre.
Un grand nombre d’équations tombent dans cette catégorie. Par exemple (dans chaque cas, le facteur
k permet de définir une échelle de temps)

– L’équation de Fisher qui généralise l’équation logistique

f(c) = kc(1− c) (397)

utilisée pour décrire la diffusion d’un gène dans une population.
– L’équation de Zeldovitch :

f(c) = kc2(1− c) (398)
utilisée en théorie de combustion des flammes.

– Enfin, l’équation bistable de Nagumo :

f(c) = kc(c− α)(1− c) avec 0 < α < 1 (399)

qui est un modèle simplifié du modèle de Hogkin et Huxley de la propagation du potentiel
d’action le long des lignes du transmission du système nerveux, c’est-à-dire les axones.

La propriété intéressante des équations de réaction-diffusion de type (393) est qu’elles possèdent
des solutions de type front d’onde qui interpolent à vitesse de propagation constante deux états
d’équilibre. On a observé, à la fois de façon expérimentale et de façon numérique, que la dynamique
non-linéaire globale est capable de sélectionner une vitesse de propagation unique. Le principe même
de cette sélection n’est pas établi de façon rigoureuse à ce jour.

Pour illustrer ce point concentrons-nous sur le cas de l’Eq. (396) avec le graphe de f(c) donné
par la Fig. 2. En l’absence de diffusion, les deux zéros aux extrémités sont des ponts fixes stables,
alors que celui du milieu est un point fixe instable. Supposons maintenant que D > 0 et imposons que
la solution soit une front d’onde à vitesse V . Nous cherchons une solution sous la forme d’une onde
propagative :

c(x,t) = c̃(ξ − ξ0) avec ξ = x− V t (400)
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avec ξ0 une origine arbitraire. Le problème est donc ramené à chercher la solution d’une équation
différentielle et non d’une équation aux dérivées partielles

−V c̃ξ = Dc̃ξξ + f(c) (401)
Puisque la dérivée c̃′(ξ) tend vers 0 lorsque c̃(ξ →∞) = 1,0, nous essayons que c̃ soit aussi solution
de la relation fonctionnelle

c̃′(ξ) = Bc̃(ξ) (1− c̃(ξ)) (402)
où B est une constante à déterminer. En prenant la dérivée de l’Eq.(399)

c̃′′(ξ) = B2c(1− c)(1− 2c) (403)
nous obtenons

DB2(2c̃− 1) + V B − k(c̃− α) = 0 (404)
qui est satisfait si et seulement si

2DB2 = k

B2 − V B = αk
(405)

d’où les conditions pour que les solution de l’Eq. (399) soit solution de l’équation de réaction diffusion
(398)

B =

√
k

2D

V = (1− 2α)

√
D

2k

(406)

Aussi, il suffit de trouver les solutions de l’Eq. (399) pour avoir les solutions du problème original.
Mais (399) est équivalent à

dc̃

c̃ (1− c̃) = Bdξ (407)

qui est intégré comme

c̃(ξ) = 1
2

1 + tanh

1
2

√
k

2D (ξ − ξ0)

 (408)

ce qui permet de déterminer la forme du front de propagation. On remarque que la vitesse est
déterminée par le rapport

√
D/k qui peut être beaucoup plus grand que la constante de diffusion
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Fig. 1. Graphe de la fonction f(c). La partie grisée représente l’aire sous la courbe et
quand cette aire algébrique est nulle, la vitesse V dans l’Eq. (406) donne zéro.
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Remarque. Il est évident que cette méthode de résolution est astucieuse mais le choix de l’Ansatz
(399) est crucial. En règle générale, on ne sait pas intégrer l’Eq. (398) pour une fonction f(c) arbitraire.
Une propriété générale peut néanmoins être facilement démontrée en ce qui concerne le signe de la
vitesse V .

Multiplions les deux membres de (398) par c̃(ξ) et intégrons sur la droite réelle entre −∞ et +∞.
On trouve que le signe de la vitesse V est déterminé par l’aire sous la courbe de f(c) comme pour la
construction de double palier de Maxwell en thermodynamique.

1
2V

∫ +∞

−∞
dξ

(
dc̃

dξ

)2
=
∫ c+

c−
dcf(c) (409)

avec c− et c+ les deux zéros ordonnés de f(c).

Application : pour un exemple de système bistable [?] avec imagerie de la propagation du signal
de phosphorilation [?]

Exercice 3.1. On considère l’équation de diffusion non-linéaire:
∂2u

∂x2 −
∂u

∂t
= f(u) (410)

où la fonction f(u) est définie comme:

f(u) =
{
u si u < a et
u− 1 si u > a

(411)

avec 0 < a < 1. On désire trouver les solutions u(x,t) sous forme d’onde progressive qui interpollent
entre deux points fixes lorsque x→ ±∞.

(1) Quelles sont les limites limx→±∞ u(x,t) admissibles?
(2) Démontrer que la vitesse v de ces solutions est :

v = ± (1− 2a) /
√
a (1− a) (412)

Pour répondre à cette question on cherchera une solution de (419) sous la forme ũ(x− vt) et
on multipliera l’équation par ũ′(ξ).

(3) Trouver les solutions sous la forme u (x− vt). On cherchera les solutions sous la forme eαx
pour u < a et u > a.



3. ÉQUATION DE RéACTION DIFFUSION 63

Théorie des Champs Classiques
Examen du mardi 6 janvier 

Note : il n’est pas conseillé de trop s’inspirer des notes de cours qui peuvent néanmoins
être consultées pour vérifier certaines formules. Cette épreuve consiste à trouver
la solution de problèmes totalement indépendants.

(1) Instabilités interfaciales : exemple de l’instabilité de Rayleigh-Taylor
Nous considérons une interface entre deux fluides superposés de densité ρ2 > ρ1. Le

système est plongé dans un champ de gravité g et le fluide le plus lourd est au-dessus du
fluide le plus léger. L’interface initialement plane est donc instable et le but de ce problème
est de déterminer la longueur d’onde de modulation de l’interface.

Dans la suite du problème, la côte de cette interface sera repérée par la fonction ζ(x)
où x est la coordonnée parallèle à l’interface plane. On supposera le système invariant sous
translation dans la direction y perpendiculaire à la figure et cette coordonnée n’interviendra
donc pas dans la suite du problème. On a 0 ≤ x ≤ L avec des conditions périodiques.

Fig. 2. Schéma du profil de l’interface entre les fluides 1 et 2. Le fluide le plus lourd
2 est au-dessus du fluide le plus léger.

Nous supposerons dans la suite du problème qu’il existe une énergie proportionnelle à
l’aire totale de l’interface. Cette énergie est l’énergie capillaire et la constante élastique de
rappel, appelée tension de surface, sera notée γ :

Ec = 1
2γ
∫ L

0
dx
√

1 + ζ ′(x)2 (413)

(a) L’énergie de gravité pour une tranche d’un fluide quelconque de densité ρ de longueur
dx et située entre z et z + dz, avec z ≤ ζ(x), est :

ρgzdz (414)

Démontrer que la contribution de la gravité à l’énergie totale de l’interface de côte ζ(x)
est:

Eg = 1
2 (ρ1 − ρ2) g

∫ L

0
dx ζ(x)2 (415)

(b) L’énergie totale E étant la somme E = Ec + Eg, montrer que cette énergie est la somme
d’un terme qui préfère une interface plane et d’un terme qui tend à déstabiliser l’interface
plane.

(c) Montrer que l’équation qui traduit l’équilibre mécanique entre les deux fluides est :

γ
ζ ′′(x)

(1 + ζ ′(x)2)3/2 = (ρ1 − ρ2) gζ(x) (416)

(d) Commenter ce dernier résultat en fonction des caractéristiques géométriques de l’inter-
face.
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(e) En déduire que la famille des solutions est indicée par une constante réelle A telle que:
1
2 (ρ1 − ρ2) gζ(x)2 − γ√

1 + ζ ′2(x)
= A (417)

(f) Pour intégrer (414), on se placera dans la limite des petites déformations ζ ′(x)2 � 1.
Montrer alors que la constante A permet d’indicer une famille de solutions dont la
longueur d’onde est fixée. Pour répondre à cette qestion, on cherchera une solution sous
la forme C sin kx et on cherchera C et k en fonction de A.

(g) Nous supposons le système périodique avec période L: ζ(x + L) = ζ(x). On peut donc
décomposer en série de Fourier :

ζ(x) =
∑
k

ζ̃ke
ikx avec k = 2πn

L
, n ∈ Z (418)

Nous supposerons aussi que l’énergie totale d’une interface faiblement modulée est bien
approchée par son approximation quadratique:

E = γ

2

∫ L

0
dx ζ ′2(x) + 1

2 (ρ1 − ρ2) g
∫ L

0
dx ζ2(x) (419)

En utilisant : ∫ L

0
dx ei(k+k′)x = Lδk+k′,0 (420)

démontrer :
E
L

= 1
2
∑
k

∣∣∣ζ̃k∣∣∣2 [(ρ1 − ρ2) g + γk2
]

(421)

(h) En vous appuyant sur une analyse graphique, déterminer une longueur d’onde critique.
Comparer votre résultat à celui d’une question précédente.

(2) Équation de réaction-diffusion
On considère l’équation de diffusion non-linéaire:

∂2u

∂x2 −
∂u

∂t
= f(u) (422)

où la fonction f(u) est définie comme:

f(u) =
{
u si u < a et
u− 1 si u > a

(423)

avec 0 < a < 1. On désire trouver les solutions u(x,t) sous forme d’onde progressive qui
interpollent entre deux points fixes lorsque x→ ±∞.
(a) Quelles sont les limites limx→±∞ u(x,t) admissibles?
(b) Démontrer que la vitesse v de ces solutions est :

v = ± (1− 2a) /
√
a (1− a) (424)

Pour répondre à cette question on cherchera une solution de (419) sous la forme ũ(x−vt)
et on multipliera l’équation par ũ′(ξ).

(c) Trouver les solutions sous la forme u (x− vt). On cherchera les solutions sous la forme
eαx pour u < a et u > a.
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