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Résumé

Ces notes de cours sont destinées à des étudiants de mathématiques. Elles constituent la deuxième
partie d’un cours donné à l’Institut Fourier de Grenoble dans le cadre du magistère de mathématiques.
La première partie du cours est une introduction aux concepts et aux méthodes de la mécanique
classique.

Introduction

La mécanique quantique a quelque chose de surprenant: beaucoup ont cherché et cherchent à
tester ses principes de base sans qu’aucun n’ait jamais réussi à la mettre en défaut. C’est un peu
énervant mais force est de constater que ses prédictions sont remarquables : elles restent corroborées
par l’expérience avec une précision métrologique. À l’origine, cette nouvelle mécanique développée
très rapidement dans les années  s’intéressait à comprendre les structures ultimes de la matière
comme, par exemple, les propriétés constituants des noyaux. Elle trouve maintenant des applications
au niveau des applications industrielles. Si la capacité de stockage de l’information sur les disques durs
a considérablement pu être améliorée durant ces dernières années, c’est grâce à un nouveau procédé
de lecture. L’Ipod qui utilise la magnéto-résistance géante est un appareil quantique !

La mécanique quantique est l’oeuvre de grands noms tant en physique qu’en mathématiques. Une
fois le cadre conceptuel posé, il arrive que sa puissance analytique domine notre intuition physique
basée sur des expériences macroscopiques. Durant ces vingt-cinq dernières années, la situation a con-
sidérablement évolué. Nombre d’expériences qui n’étaient que des !! Gedanken Experiments "" ont pu
être faites. Ces expériences ont pu mettre fin à des controverses vieilles de plus de cinquante ans sur
la mesurabilité de la phase de la fonction d’onde et sur les interférences quantiques. Il existe main-
tenant de nouvelles interprétations de la mécanique quantique. Même si Einstein a eu tord sur son
interprétation de la mécanique quantique, il a peut être eu raison de penser que celle qui avait été
donnée dans les années  n’était peut être pas la bonne ...

Quelques références :
1. R. Feymann, Lectures in Physics.
2. J.L. Basdevant et J. Dalibard, Mécanique quantique.
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Fig. 1 – La position de l’impact des électrons est aléatoires (a). En (b), l’accumulation des impacts
construit un patron d’interférence.

Expériences des fentes d’Young : un électron, ou tout autre objet
microscopique, est à la fois une onde et une particule

Nous considérons une expérience dont la réalisation date du milieu des années  et dont il est
impossible de comprendre les résultats de façon !! classique "". Cette expérience généralise l’expérience
des fentes d’Young où les interférences constructives dessinent une variation sinusöıdale de l’intensité
de la lumière sur un écran placé derrière les fentes. À la place de ce qu’on appelle maintenant des
photons, nous utiliserons des électrons et nous montrerons qu’on construit un patron d’interférence
statistique avec des électrons isolés, les électrons passant en effet un par un dans l’appareil de mesure.

Rappelons ici un propriété importante de l’expérience d’Young qui remonte à la première décade
des années . Dès , on sait grâce GI Taylor qu’un faisceau de lumière de très faible intensité
- equivalent to a candle burning at a distance slighly exceeding a mile "" - est capable de produire des
franges d’interférence. Ces interférences résultent d’un principe de superposition : le champ électrique
total en un point x de l’écran est la somme du champ produit par le faisceau passant par le trou 1
avec celui du faisceau issu du trou 2 :

E = E1 + E2 (1)

Et nous passons à l’intensité mesurée en prenant le module au carré du champ :

I =
∣∣∣E1 + E2

∣∣∣
2

(2)

Le développement de la norme conduit au terme d’interférence qui dépend de la différence de marche.
Cette même expérience peut maintenant être reproduite dans le laboratoire à une modification

près. À la place d’un faisceau de photons, nous disposons d’électrons que nous pouvons injecter un par
un dans l’appareil de mesure des trous d’Young. La cadence est en fait de 1000 électrons par seconde.
Prendre des électrons un par un nous assure qu’il ne peut pas avoir d’interaction entre eux lorsqu’ils
passent dans l’appareil de mesure. Une fois passé par l’une des fentes, l’électron percute l’écran et
nous pouvons repérer l’impact. Deux résultats sont patents :
(a) On ne peut pas prédire la position du point d’impact. Celle-ci doit donc être écrite de façon

statistique.
(b) L’accumulation des impacts successifs dessine un patron d’interférence. Ce patron est similaire

à celui produit par la lumière dont la nature ondulatoire est connue.
Remarque. Il est impossible de savoir par quel trou un électron est passé. Cette impossibilité est liée
au principe de la mesure. Savoir par où un électron est passé, c’est le détecter dans un appareil et
donc le retirer du système. Cette action détruit le patron d’interférence.
Conséquence. L’interprétation de la mécanique quantique est la suivante : un électron peut passer au
travers des deux fentes sous la forme d’une onde appelée !! amplitude de probabilité "".
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Autres expériences

- Effet photo-électrique. Un métal est irradié par une lumière monochromatique de fréquence ν. Au-
delà d’un certain seuil, des électrons sont éjectés. Leur énergie est une fonction affine de la fréquence
de l’onde lumineuse incidente :

E = h(ν − ν) = !(ω − ωa) avec h = 2π! = 6.610−34Ws2 (3)

Les dimensions de la constante h indiquent que cette constante ne peut être exprimée en fonction
des autres constantes fondamentales de la physique comme la vitesse de la lumière ou la charge des
électrons. On trouve la même constante quelqe soit le métal utilisé. Par contre, ωa dépend de la
nature de l’échantillon. Cette expérience démontre la nature corpusculaire de la lumière.

- Oscillateur harmonique. Une expérience relativement récente 1 concerne les molécules diatomiques.
Dans une telle molécule, par exemple le monoxyde de carbone CO, les deux atomes peuvent vibrer
l’un par rapport à l’autre le long de l’axe de la molécule. Pour des faibles distorsions, ces vibra-
tion sont sinusöıdales et la fréquence de l’oscillateur harmonique correspondant est 2πν =

√
k/m.

L’expérience est capable de mesurer le spectre d’oscillation de cet oscillateur harmonique. Celles-ci
sont quantifiées par niveaux équidistants :

En =
(

n +
1
2

)
hν, n ≥ 0 (4)

- Quantification des niveaux atomiques. En , Franck et Herz font une découverte surprenante.
Nous bombardons des atomes de mercure avec des électrons et nous mesurons la différence d’énergie
entre les électrons ncidents et les électrons sortants. Tant que l’énergie du faisceau incident est
inférieur à un seuil, l’énergie du faisceau sortant est identique. Par contre, lorsque celle-ci est
supérieure à un seuil, il existe des électrons sortants dont l’énergie est inférieure de 4.9 eV très exacte-
ment. À l’époque, cette expérience confirme les idées toutes récentes de Niels Bohr. Les niveaux des
atomes sont quantifiés. Il faut que le faisceau incident ait au moins une énergie égale à la différence
entre les deux premiers niveaux pour que le faisceau incident perde, c’est-à-dire donne, de l’énergie.

Note. En résumé, les effets quantiques sont des phénomènes aléatoires et il va falloir employer le
langage des probabilités. Mais les phénomènes d’interférences démontrent qu’il vaut mieux considérer
une amplitude de probabilité qui va jouer un rôle analogue à celui du champ électrique dans les
fentes d’Young. La densité de probabilité sera le carré de la norme de cette amplitude. Pour terminer,
signalons :
- Les grandeurs physiques qui paraissent continues à l’échelle macroscopique sont discontinues, c’est-

à-dire quantifiées, à l’échelle microscopique.
- On perturbe un système lorsqu’on fait une mesure.
- Les interférences quantiques ne sont pas limitées à des objets microscopiques comme des partic-

ules élémentaires (électrons, neutrons etc.). Les expériences d’interférences quantiques ont aussi été
démontrées pour des objets comme des molécules de C60 (Cf. Figball).

Les principes de base de la mécanique quantique

Que veut-on faire?
- Décrire l’état du système. En mécanique classique, l’état du systèmes est décrit par le couple position-

quantité de mouvement (x,p).
- Connâıtre le lois d’évolution, c’est-à-dire les équations du mouvement. En mécanique classique, cette

loi découle d’un principe géométrique de minimisation d’une fonctionnelle.
- Établir les lois donnant le résultat d’une mesure.

1. G. J. Schulz, Phys. Rev 135, 988, 1964.
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Fig. 2 – . Franges d’interférences quantiques observées avec des molécules de C60 (Arndt et al., ).

On postule alors :
- La description complète de l’état d’un système se fait au moyen d’une fonction d’onde ψ(x,t) ∈ C.

On remarque que cette fonction d’onde dépend de la position uniquement. Par définition, ψ(x,t) est
l’amplitude de probabilité dont nous avions besoin. la probabilité de trouver la particule dans un
élément de volume d3x centré autour de x est :

|ψ(x,t)|2 (5)

- L’équation d’évolution est une équation aux dérivées partielles, c’est l’équation de Schrödinger ()
qui est écrite pour une particule libre de masse m :

i! ∂

∂t
ψ(x,t) = − !2

2m
∆ψ(x,t) (6)

- La mesure est un opérateur sur l’espace des fonctions d’onde. En particulier, la mesure de la position
de la particule donne le résultat moyen :

< x >=
∫

dx x|ψ(x,t)|2 avec < x2 >=
∫

dx x2|ψ(x,t)|2 (7)

d’où une incertitude calculée à partir de l’écart quadratique :

< (∆x)2 >=< x2 > − < x >2 (8)

Conséquences.
- La solution de l’équation (6) pour une particule libre donne :

ψ(x,t) = ψ0e
i(px−Et) avec : E = p2/2m (9)

La solution est donc une onde plane de longeur d’onde λ et de pulsation ω:

λ = h/p et E = !ω (10)

Cette solution permet d’expliquer les expériences d’interférences à partir de la superposition d’ondes
planes. L’opérateur dans (6) est un opérateur linéaire et le principe de superposition s’applique.

- L’espace des fonctions est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< ψ|φ >=
∫

dx ψ!(x,t)φ(x,t) (11)
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- La fonction d’onde peut être exprimée en représentation p (quantité de mouvement) en faisant la
transformée de Fourier :

ψ(x,t) =
∫

d3p

(2π!)3/2
ψ̃(p,t)ei(px−Et)/! (12)

Comme :
< p >=

∫
dp p|ψ̃(p,t)|2 avec < p2 >=

∫
dp p2|ψ̃(p,t)|2 (13)

nous avons la règle d’incertitude (de Heisenberg) :

∆x∆px ≥ !/2,∀ψ (14)

Quantité de mouvement et vitesse ne peuvent être donc mesurées de façon instantanée avec une
précision arbitraire ! Cette incertitude n’a rien à voir avec une quelconque limitation due à une
précision expérimentale limitée par les techniques de mesure.

- En raison du théorème de Parceval-Plancherel, nous avons l’égalité :

−i!
∫

dx ψ!(x)
∂ψ

∂x
=

∫
dp ψ̃!(p)ψ̃(p)px (15)

qui permet de calculer le résultat du mesure sur la quantité de mouvement. La quantité du mouve-
ment est donc un opérateur :

px → −i! ∂

∂x
(16)

qui agit sur les fonctions d’onde en représentation x.

Généralisation. Pour une particule plongée dans un potentiel U(x), l’équation de Schrödinger est :

i! ∂

∂t
ψ(x,t) = − !2

2m
∆ψ(x,t) + U(x)ψ(x,t) (17)

Résumé:
1. L’état d’un système est décrit par une fonction d’onde |ψ(t) >. La représentation de cet état

n’est pas unique. La représentation ψ(r,t) en fonction des coordonnées dans R3 est équivalent
à la représentation de sa transformée de Fourier ψ̃(p,t). La notation |ψ(t) > suggère que l’on
emploie des vecteurs d’états pour représenter le système.

2. L’interprétation probabiliste de la fonction d’onde implique que nous travaillons avec des fonc-
tions de carré sommable - car la particule est nécessairement quelque part ! Le produit scalaire
dans cet espace L2

(
R3

)
entre deux vecteurs |ψ1,2 > est défini par :

< ψ2|ψ1 >=
∫

d3r ψ!
2(r)ψ1(r) (18)

3.
4. Les espaces de Hilbert utilisés en mécanique quantique sont séparables et possèdent donc des

bases dénombrables.
5. Deux vecteurs d’états qui diffèrent d’un facteur de phase décrivent le même état. Cela ne veut

pas dire que la phase n’est pas un observable (un champ magnétique change la phase de la
fonction d’onde).

6. Un observable, comme la position x, est associé à un opérateur Â avec la valeur moyenne < a >

< a >=< ψ|Â|ψ > (19)

Les opérateurs hermitiens jouent un rôle spécial. Chaque grandeur physique est en effet représentée
par un opérateur hermitien dont les valeurs propres sont nécessairement réelles. On mesure les
valeurs propres de ces opérateurs.
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7. L’évolution dans le temps est donnée par l’opérateur hamiltonien Ĥ :

i! d

dt
|ψ(t) >= Ĥ|ψ(t) > (20)

qui est une réécriture de (17).
8. Un événement est, par exemple, la détection de l’électron sur l’écran dans les fentes d’Young.

Lorsque cet événement, avec une fonction d’onde ψ(x,t), peut se produire de deux façons alter-
natives, façons qu’il n’est pas possible de distinguer expérimentalement, la fonction d’onde est la
somme des fonctions d’ondes de chacun des processus. Dans l’expérience des fentes d’Young, la
fonction d’onde est la somme des amplitudes de probabilité pour le passage au travers des trous
1 et 2 qui interviennent en parallèle :

ψ(x,t) = ψ1(x,t) + ψ2(x,t) (21)

Considérant la probabilité |ψ(x,t)|2, cette équation généralise (2).
Exercice

1. Démontrer que l’opérateur position et l’opérateur impulsion sont tous deux hermitiens. En
déduire que le Hamiltonien est aussi un opérateur hermitien, ce qui nous assure que les valeurs
propres et donc les niveaux d’énergie, sont des réels.

2. Soit |ψα(t) > une base de Ĥ avec des v.p. Eα. Démontrer que

|ψ(t) >=
∑

Cαe−iEαt/!|ψα > (22)

Mécanique classique Mécanique quantique
Position x, y ou z Multiplication par x, y, z
Impulsion px, py, pz

!
i

∂
∂x ...

Énergie cinétique 1
2m

[
∂2

∂x2 + ...
]

Énergie potentielle U(r) Multiplication par U(r)
Moment cinétique L = r × p L̂ = !

i r ×∇

Tab. 1 – Tableau de correspondance

Lagrangien et Hamiltonien en mécanique quantique

Équation d’Euler-Lagrange

Nous avons vu en première partie que les équations de la mécanique du point, c’est-à-dire les
équations de Newton, découlaient d’un principe variationnel. Si L(q,q̇) = T − V est le Lagrangien, on
définit l’action pour une trajectoire q(t) par (les valeurs des trajectoires et de leur dérivées sont fixées
aux deux bornes)

S =
∫ t2

t1

L(q,q̇)dt (23)

où L(q,q̇) est vue comme une fonction de deux variables indépendantes L(x,y). Alors :

d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 (24)

sont les équations du mouvement. Il y a une équation pour chaque coordonnée indépendante (i.e. x,y,z
ou r,θ,φ)
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Ce système d’équations différentielles du deuxième degré est identique au système d’équations
différentielles du premier degré (dimension 2n, si n équations d’Euler-Lagrange) :

ṗ = −∂H

∂q

q̇ =
∂H

∂p

(25)

qui sont les équations de Hamilton. Pour se rappeler quelle est l’équation qui est affectée du signe
moins, prendre une particule libre où H = p2/2m.

Structure formelle des équations du mouvement en mécanique classique : les cro-
chets de Poisson

Soient deux fonctions f(p,q) et g(p,q) (p = mq̇). Celles-ci peuvent être calculées en chaque point
de la trajectoire. Nous définissons le crochet de Poisson par l’opération suivante :

{f,g} =
∂f

∂p

∂g

∂q
− ∂g

∂p

∂f

∂q
(26)

Alors : pour toute fonction F (p,q,t), on a:

dF

dt
=

∂F

∂t
+ {F,H} (27)

Théorème Ehrenfest en mécanique quantique

Nous considérons un grandeur physique A et sa valeur moyenne a

a =< ψ(t)|A|ψ(t) > (28)

Nous avons démontré en cours que :

da

dt
=

1
i! < ψ| [A,H] |ψ > où le commutateur est [A,H] = AH −HA (29)

Cette propriété est à comparer avec (27).

Principe variationnel et équation de Schrödinger (Feynman, )

Nous désirons !! démontrer "" l’équation de Schrödinger à partir d’un principe plus général qui est
une propriété des équations aux dérivées partielles. Cette démonstration nous permettra de faire une
parallèle en un problème spécifiquement quantique et une situation classique.

Nous supposons deux choses :
1. La fonction d’onde obéit à une propriété de propagation.

ψ(x2,t2) =
∫

K(x2,t2|x1,t1)dx1 (30)

Où K(. . .) est un propagateur. L’Éq. (30) est linéaire, ce qui permet les interférences. Pour avoir
une probabilité d’amplitude d’observer la particule en x2 à t2, il faut bien qu’elle se trouvait
quelque part en t1!

2. Le propagateur est la somme sur toutes les trajectoires x(t) possibles de l’action fois i/!

K(x2,t2|x1,t1) =
∫ x(t2)=x2

x(t1)=x1

e
i
!

R t2
t1

L(x,ẋ,t)dtD[x(t)] (31)

Cette définition met sur le même pieds tous les chemins, car K(. . .) est une amplitude de prob-
abilité. En prenant le module au carré de l’intégrand, on démontre que tous les chemins ont
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même poids. La constante ! intervient car l’argument de l’exponentielle doit être un nombre
sans dimension.
L’intégrale porte sur tous les chemins possibles. On n’essaiera pas de donner une définition
rigoureuse ni de savoir si une telle somme existe. Elle peut-être a priori définie comme suit :
tous les chemins x(t) sont décomposables en série de Fourier. Intégrer sur les chemins revient
donc à intégrer sur les coefficients de Fourier, ce que l’on sait faire. Bien sûr, cette définition de
démontre pas que l’intégrale existe.

Rappelons ici un théorème utile pour évaluer le comportement asymptotique des intégrales. Il
s’agit d’évaluer:

I =
∫

Ω
dx e−λf(x) avec λ→∞ (32)

Lorsque f(x) possède un minimum en x = xmin, le développement limité de f(x) est suffisant:

I ≈ e−λf(xmin)
∫ +∞

−∞
dxe−

λ
2 (x−xmin)2f

′′
(xmin) avec λ→∞ (33)

Cette approximation est souvent appelée l’approximation du point de selle.
Lorsque l’intégrand est complexe :

I =
∫

Ω
dx e−iλf(x) avec λ→∞ (34)

nous avons aussi à l’ordre le plus bas :

I ≈ e−iλf(xmin)
∫ +∞

−∞
dxe−i λ

2 (x−xmin)2f
′′
(xmin) avec λ→∞ (35)

car les parties oscillantes donnent une contribution négligeable sauf au voisinage du minimum où les
oscillations sont les plus faibles. Dans cas, l’approximation est appelée approximation de la phase
stationnaire.

Conséquence. La valeur de la constante ! est faible devant 1 et elle va servir d’étalon pour
savoir si une situation est classique ou quantique. Nous faisons λ = 1/!. Si l’intégrale (31) est bien
approximée par le développement limité autour du chemin qui rend l’action

∫ t2

t1

L(x,ẋ,t)dt (36)

extrémale, on dira que la situation est classique. La seule trajectoire qui importe est celle qui rend
l’action extrémale et nous retrouvons les équations de Newton. Dans le cas contraire, la situation est
quantique.

Démonstration. Nous posons t2 = t1 + ∆t et nous travaillerons dans la limite ∆t → 0. Nous
supposons donc:

ψ(x,t + ∆t) =
∫

K(x,t + ∆t,y,t)ψ(y,t)dt (37)

où:

K(x,t + ∆t,y,t) =
∫ η(t+∆t)=x

η(t)=y
Dη e

i
!

R t+δt
t [m

2 η̇2−V (η)] (38)

Seuls les chemins reguliers donnent une contribution physique. Aussi, lorsque ∆t → 0, y diffère peu
de x dans (38) et:

η̇ =
x− y

∆t
(39)

D’où:
i

!

∫ t+δt

t

[m

2
η̇2 − V (η)

]
≈ i

!
m

2
(x− y)2

∆t
− i

!V (x)∆t (40)
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Soit

K(x,t + ∆t|y,t) = e
i
!

»
m
2

(x−y)2

∆t −V (x)∆t

– ∫ η(t+∆t)=x

η(t)=y
D[η] (41)

Comme nous ne savons pas calculer la dernière intégrale, nous posons :

A[∆t] =
∫ η(t+∆t)=x

η(t)=y
D[η] (42)

Nous montrerons que la limite ∆t→ 0 permet d’avoir :

lim
∆t→0

(∆t)1/2 A[∆t] =
( m

2πi!

)1/2
(43)

Pour la fonction d’onde

ψ(x,t + ∆t) =
∫

dy A[∆t]e
i
!

»
m
2

(x−y)2

∆t −V (x)∆t

–

ψ(y,t) (44)

Comme ∆t → 0 et que les trajectoires sont régulières, la contribution principale de cette intégrale
vient des y voisins de x. Posons y = x + ε:

ψ(x,t + ∆t) =
∫

dε A[∆t]e
i
!

h
m
2

ε2

∆t−V (x)∆t
i

ψ(x + ε,t) (45)

avec le développement de Taylor :

ψ(x + ε,t) = ψ(x,t) + ε
dψ

dx
+

1
2
ε2

d2ψ

dx2
+ O(ε3) (46)

Les intégrales sur ε sont maintenant des intégrales gaussiennes ! On a :
∫ +∞

−∞
dx e−ax2

=
(π

a

)1/2
et

∫ +∞

−∞
dx x2e−ax2

=
1
2a

(π

a

)1/2
(47)

D’où, utilisant (45)

ψ(x,t + ∆t) = A[∆t]e−
i
! V (x)∆t

(
2πi!∆t

m

)1/2 [
ψ(x) +

1
4

(
2i!∆t

m

)
∂2ψ

∂x2

]
(48)

Cette équation permet de calculer A[∆t]. En effet, A[∆t] est indépendant de V (x). Donc, on peut
prendre V (x) = 0 et ∆t = 0 dans (48). D’où :

lim
∆t→0

(∆t)1/2 A[∆t] =
( m

2πi!

)1/2
(49)

Soit

ψ(x,t + ∆t) = e−
i
! V (x)∆t

[
ψ(x) +

i!∆t

2m

∂2ψ

∂x2

]
(50)

En se limitant au premier ordre en ∆t, nous avons donc :

∂ψ

∂t
= lim

t→0

ψ(x,t + ∆t)− ψ(x,t)
∆t

=
i!
2m

∂2ψ

∂x2
− i

!V (x)ψ(x) (51)

qui n’est autre que l’équation de Schrödinger.

États stationnaires

Pour un système isolé pacé dans un potentiel indépendant du temps, les états propres sont de la
forme

ψ(r,t) = ψα(r)e−iEt! (52)

avec
Hψα(r) = Eαψα(r) (53)
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Symétries en mécanique quantique

On se donne un Hamiltonien H qui joue le rôle d’opérateur. Soit ψk la fonction d’onde associée
à l’état k (on suppose dans tout ce qui suit que les niveaux d’énergie sont quantifiés). ψk est donc
vecteur propre de H avec la valeur propre Ek:

Hψk = Ekψk (54)

Nous considérons maintenant un Groupe de transformation G dont les éléments commutent avec
H

HG = GH ou GHG−1 = H (55)

Donc H est invariant sous l’action du groupe de symétrie de H. Nous désirons connâıtre les propriétés
de Gψk.

Comme [H,G] = 0 alors Gψk est aussi vecteur propre de H avec la même valeur propre Ek:

HGψk = Ekψk (56)

Deux cas de figure sont alors possibles:
1. Ek n’est pas dégénérée. Alors :

Gψk = χα(G)ψk (57)

où α est une représentation irréductible de G. Dans ce cas, chercher les niveaux d’énergie revient
donc à chercher les représentations irréductible du groupe G.

2. Ek est dégénérée n-fois. Dans cas, il existe n partenaires à ψk tels que

Gψp
k =

∑

q

ψq
kDqp(κ,G) (58)

où κ est une représentation de G. La question est de savoir si κ est irréductible ou non.
Sauf accident (dégénérescence accidentelle qu’il faudra motiver), on choisira les représentations
irréductibles.

Conséquences des symétries: quelques exemples

Symétrie de parité

On considère une particule dans un potentiel V (x). Ce potentiel est une fonction paire de x. On
définit l’operateur parité P par

Pψk(x) = ψ̃k(x) = ψk(−x) (59)

On vérifie que P commute avec H, [H,P ] = 0. Donc les états propres du hamiltonien sont des fonctions
paires ou impaires (on rappelle P 2 = 1).

Potentiel invariant sous rotation

Nous considérons un potentiel invariant sous rotation autour de l’axe z. Le potentiel ne dépend
donc que la coordonnée radiale r et de l’angle polaire φ : V (r,φ). le Hamiltonien est donc :

H = − !2

2m

(
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r
+

1
r2

∂2

∂φ2

)
+ V (r) (60)

Soit Lz le moment cinétique selon z:

Lz = xpy − ypx =
!
i

(
x

∂

∂x
− y

∂

∂y

)
=

!
i

∂

∂φ
(61)

Nous avons:
[H,Lz] = 0 (62)
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Dans le langage de la théorie des groupes de Lie, σz = i/!Lz est le générateur du groupe dont tous
les éléments peuvent être écrits sous la forme:

g(δφ) = eiδphiσz ≈ 1 + iδφσz (63)

pour une rotation d’angle infinitésimale d’angle δφ* 1.
Le problème se ramène donc à celui de déterminer les valeurs propres de Lz :

Lzψ(r,φ) = λψ(r,φ)⇒ ψ(r,φ) = f(r)eiλψ/! (64)

Mais la substitution φ → φ + 2nπ laisse invariante la fonction d’onde à un facteur de phase de 2nπ
près. D’où :

λ = n! (65)

Il ne reste plus qu’à déterminer la fonction f(r). Nous obtenons :
(
− !2

2m

(
∂2

∂r2
+

1
r

∂

∂r

)
+

n2!2

2mr
+ V (r)

)
f(r) = Ef(r) (66)

qui définit une famille d’équations différentielles indicées par n ∈ N. Les niveaux d’énergie des atomes
sont donc nécessairement quantifiés par au moins l’indice n et cette quantification résulte des symétries.

Potentiel spatialement périodique

Nous considéron un potentiel périodique de période a : V (x + a) = V (x). Soit Ta

Taψ(x) = ψ(x + a) (67)

Ta n’est pas hermitien mais Ta est unitaire. On peut encore diagonaliser H et Ta dans la même base.
Soit λ, un valeur propre. Comme

ψ(x + na) = λnψ(x) (68)

et ψ(x) est de carré intégrable, alors λ = eiqa. Les autres valeurs propres n’ont pas d’intérêt physique
car les fonctions d’onde associées ne sont pas de carré sommable sur la droite réelle.

D’où le :
Théorème de Bloch: La fonction d’onde d’un potentiel périodique est nécessairement de la forme

eiqxu(x) où u(x) est une fonction périodique de période a. Ce résultat est fondamental en physique du
solide et il est à la base de la structure en bande conduction dans les semi-conducteurs.

Oscillateur harmonique

Nous considérons le mouvement d’une particule dans le potentiel harmonique (en une dimension) :

V (x) =
1
2
V ′′(a)(x− a)2 + · · · avec V ′′(a) > 0 (69)

où le potentiel V (x), qui est a priori arbitraire, est approximé par son developpement limité au voisinage
de son minimum. Cette approximation est justifiée si l’on se restreint à des petits mouvements autour
du minimum en a. Le but de ce problème est de montrer que la fonction d’onde de l’oscillateur
harmonique n’est de carré sommable qu’à certaines conditions. Ces conditions sont très restrictives et
entrâınent la quantification de l’énergie sur des niveaux discrets.

1. Montrer que le Hamiltonien classique peut s’écrire

p2

2m
+

1
2
mω2x2 (70)

Quelle est la signification physique de ω?
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2. Utiliser la règle de substitution vue en cours pour établir l’équation de Schrödinger du problème

− !2

2m

d2ψ(x)
dx2

+
1
2
mω2x2ψ(x) = Eψ(x) (71)

3. Dans la suite du problème, nous utiliserons les notations suivantes

k2 =
2m

!2
E ; λ =

mω

! (72)

En posant y = λx2 et ψ(y) = e−y/2φ(y), montrer que l’équation de Schödinger se ramène à

y
d2φ

dy2
+ (

1
2
− y)

dφ

dy
+ (

κ

2
− 1

4
)φ = 0 (73)

où l’on donnera κ en fonction des données du problème.
4. On appelle fonction hypergéométrique, ϕ(z), la solution de l’équation suivante

z(1− z)
d2ϕ

dz2
+ [c− (a + b + 1)z]

dϕ

dz
− abϕ(z) = 0 (74)

Ce type d’équation a trois singularités (z = 0,1,∞). On cherche les solution sous la forme

ϕ(z) = zσ
∞∑

ν=0

cνz
ν (75)

Démontrer les propriétés suivantes:
(a) σ(c− 1 + σ) = 0;
(b) cν+1 = (ν+a+σ)(ν+b+σ)

(ν+1+σ)(ν+c+σ)cν si cela a un sens;
(c) R = 1 où R est le rayon de convergence de la série.

5. Nous considérons dans cette question le cas où σ = 0. On note

ϕ1(z) =
∑

ν≥0

(a)ν(b)ν

(c)ν

zν

ν!
(76)

avec

(a)ν =

{
(a)0 = 1
(a)ν = a(a + 1) . . . (a + ν − 1)

(77)

Montrer que la proposition suivante est vraie : Si c = −n, n entier naturel positif, alors la solution
est un polynôme de degré n. On notera

ϕ1(z) = 2F1(a; b; c; z) (78)

6. Nous supposons ici σ = 1− c. Poser :





a′ = a + 1− c;
b′ = b + 1− c;
c′ = 2− c.

(79)

Montrer que nous avons la solution

ϕ2(z) = z1−c
2F1(a′; b′; c′; z) (80)

7. Démontrer le théorème suivant :
La substitution u = 1/z dans l’équation différentielle des fonctions hypergéométriques avec les
changements

ψ(z) = (−z)(−a)
2F1(a; 1− c + a; 1− b + a; 1/z) (81)

ou
ψ(z) = (−z)(−b)

2F1(b; 1− c + b; 1− a + b; 1/z) (82)

ramène à une équation du même type, mais avec des nouveaux coefficients que l’on peut exprimer
en fonction des premiers. Par conséquent, on connâıt les solutions pour |z| > 1.
N.B. On pourra utiliser un logiciel de calcul formel ...
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8. On rappelle la définition de la fonction Γ(z):

Γ(z) =
∫ ∞

0
e−ttz−1dt, si z > 0 (83)

Démontrer
Γ(z = n) = (n− 1)! (84)

9. Dans l’équation différentielle des fonction hypergéométriques, faire le changement x = bz. Mon-
trer que cette équation se ramène à

x
d2ϕ

dx2
+ (c− x)

dϕ

dx
− aϕ(x) = 0 (85)

En déduire la solution générale de l’équation de Schrödinger pour le potentiel harmonique en
fonction de la fonction 1F1(a; c; z) définie par

1F1(a; c; z) =
∞∑

ν=0

(a)ν

(c)ν

cν

ν!
(86)

10. Montrer que les cas a = −n et c = −n donnent tous les deux des solutions polynômiales (dans le
premier cas, il s’agit des polynômes de Laguerre et, dans le deuxième, on définit les polynômes
d’Hermite.

11. Nous désirons connâıtre le comportement asymptotique des solutions pour x→∞. Montrer que
l’on peut avoir les deux limites asymptotiques
(a) ϕ(x) , 1/xα

(b) ϕ(x) , 1/xαex

où on donnera α en fonction de a ou c. On notera que ce comportement asymptotique n’a de sens
que si la fonction hypergéométrique n’est pas un polynôme. En règle générale ce comportement
asymptotique est donné par la formule (on ne demande pas de la démontrer !)

1F1(a; c,x) , Γ(c)
Γ(c− a)

e−iaπx−a +
Γ(c)
Γ(a)

exxa−c avec x→∞ (87)

12. Soit ψ(x) la fonction d’onde de l’équation de Schrödinger. Nous exigeons la condition de nor-
malisation suivante (la particule est quelque part !)

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2 dx = 1 (88)

Montrer en utilisant les question précédentes que cette condition implique :

n = −(κ/2− 1/4) (89)

ou
n +

1
2

= κ/2− 1/4 (90)

On donnera les fonctions d’onde associées
13. En déduire que les niveaux d’énergie sont quantifiés :

En =
(

n +
1
2

)
!ω (91)

On remarquera que le fondamental a une énergie non-nulle. Pourquoi?
Remarque. Les polynômes intervenant dans la fonction d’onde de l’oscillateur harmonique sont les
polynômes d’Hermite. Ils sont définis par la relation :

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
e−x2

(92)
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