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FIG.: Maud Menten : a mathematical physicist
(driving erratically her T-Ford ...)


La présentation de ce cours sur le
mouvement brownien est fortement
inspirée de l’article de Bertrand
Duplantier : Le mouvement brownien,
✭✭ divers et ondayant ✮✮, séminaire Poincaré,
1, 155 - 212, ����.
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Introduction


FIG.: Longueurs et forces caractéristiques à l’échelle du micron et en-dessous. Dans tout le
domaine, les fluctuations browniennes sont très violentes.
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Bio-membrane force probe : BFP


Mesure de la force de rupture d’une liaison ligand-récepteur.
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Figure 4. BFP technique. Upper figure, a red blood cell acts as a force transducer (symbolized
as a spring in the figure) by transforming the pressure suction applied on the pipette (-P) into the
elastic stiffness of the cell membrane κs ∼ P Rp, where Rp is the pipette radius. A bead covered
with ligands is then attached to the cell (left bead). Another bead covered with receptors is then
immobilized on the tip of another pipette (right bead). A ligand–receptor bond can be formed by
touching the beads. By retracting the right pipette at speed vt the formed bond dissociates at a given
force value F , measured from the formula F = κsx , where x is the deflection of the left bead.
Lower figure, typical force–time curve when probing ligand–receptor interactions. Figure taken
from [62].


in the extension of the molecule, on the order of 20 nm. MTs have been extensively used to
investigate elastic and torsional properties of DNA molecules.


4.1.4. Biomembrane force probe (BFP). Finally, we mention the biomembrane force probe
technique developed by Evans and collaborators [61]. The basic experimental set-up is shown
in figure 4. In this set-up a biotinylated red blood cell is pressurized by micropipette suction
into a spherical shape. The tip is made of a streptavidin coated bead (left bead in figure 4)
functionalized with some molecules (e.g. ligands). The other bead is functionalized with
complementary molecules (e.g. receptors) and kept fixed by air suction on the tip of the
other micropipette (right). The blood cell acts like a spring so the force can be measured by
calibrating the stiffness of the cell. This is directly related to the membrane tension and can be
controlled by fine tuning of the pressurization of the micropipette (left). Typical stiffness values
are in the range 0.1–1 pN nm−1. By moving the micropipette (right) using a piezo translator
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Mesure de l’adhésion cellulaire
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Discrete interactions in cell adhesion 
measured by single-molecule force 
spectroscopy


Martin Benoit*†, Daniela Gabriel‡, Günther Gerisch‡ and Hermann E. Gaub*
*Centre for Nanoscience, Ludwig Maximilians Universität München, Amalienstra!e 54, D-80799 München, Germany


‡Max Planck Institut für Biochemie, Am Klopferspitz 18a, D-82152 Martinsried, Germany
†e-mail:  Martin.Benoit@physik.uni-muenchen.de


Cell–cell adhesion mediated by specific cell-surface molecules is essential for multicellular development. Here we 
quantify de-adhesion forces at the resolution of individual cell-adhesion molecules, by controlling the interactions 
between single cells and combining single-molecule force spectroscopy with genetic manipulation. Our measurements 
are focused on a glycoprotein, contact site A (csA), as a prototype of cell-adhesion proteins. csA is expressed in 
aggregating cells of Dictyostelium discoideum, which are engaged in development of a multicellular organism. 
Adhesion between two adjacent cell surfaces involves discrete interactions characterized by an unbinding force of 23 
± 8 pN, measured at a rupture rate of 2.5 ± 0.5 µµµµm s–1.


ell-adhesion molecules regulate essential processes in multi-
cellular organisms such as embryonic development, neuronal
pathfinding and the binding of white blood cells to the walls


of blood vessels1–3. Cells may carry several different adhesion
molecules4, resulting in a large variation in the molecular reper-
toires of cell surfaces. This variability is reflected by the complicated
pattern of signal transduction, cell motility and other adhesion-
controlled cellular functions during animal development and adult
life.


We aimed to develop an experimental platform to investigate
cell–cell interactions in vivo at the single-molecule level. For this
purpose, cells of the eukaryote D. discoideum offer the advantage
that one particular type of adhesion molecule, the developmentally
regulated csA glycoprotein, can be singled out by genetic
manipulation5. In D. discoideum, csA participates in cell aggrega-
tion, the transition from single cells to the multicellular stage6. The
cell-adhesion system of aggregating cells involves membrane–
membrane recognition and discriminates between self and non-
self. As a result of this specificity, cells of different species are able to
sort themselves from a mixture7,8.


The csA gene is expressed under the control of cyclic-AMP sig-
nals that precede the aggregation stage of multicellular develop-
ment. Thus, csA is undetectable in growth-phase cells, but is
expressed upon starvation9. In developing cells at the aggregation
stage, csA covers roughly 2% of the total cell-surface area, a finding


that supports the idea that adhesive interactions occur at specific
sites on the cell surface10. CsA molecules react with each other,
forming non-covalent bonds that link the surfaces of adjacent
cells11. CsA is anchored in the plasma membrane by a ceramide-
based phospholipid12. This lipid anchor, which guarantees a long
residence time of csA on the cell surface, can be replaced by a
polypeptide transmembrane domain without loss of cell adhesion13. 


Adhesion between individual cells, such as granulocytes and tar-
get cells, has previously been measured using mechanical methods,
such as micropipette manipulation14,15 and induction of hydrody-
namic stress16,17. Scanning force microscopy (SFM)18 has facilitated
the development of piconewton-scale instrumentation, which pro-
vides force resolution and positional precision that allows measure-
ments at the single-molecule level19,20. Forces for conformational
transitions in polysaccharides21,22, for protein unfolding23–25 and for
stretching and unzipping of DNA26,27 have been measured. Unbind-
ing forces for individual receptor–ligand pairs have also been
determined28–31, and basic features of their binding potentials
reconstructed32,33. Here we apply single-molecule force spectroscopy
to the analysis of cell adhesion in living cells.


Results
Measurement of adhesion forces between individual cells. Using
the light microscope of a custom-made force spectrometer for guid-


C


Figure 1 Force spectroscopy of adhesion between individual D. discoideum 
cells. a, Principal features of the experimental procedure (see Methods). Forces 
required for bond rupture were measured. b, Light-microscopic image of a 


cantilever-mounted cell before being brought into contact with another cell. Scale bar 
represents 20 µm.
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Mesure des fluctuations de position de la pointe en fonction du temps.


Vol. 1, 2005 Le mouvement brownien 185


Figure 5: Enregistrement du mouvement brownien, dans un liquide, de la pointe d’un microscope
à force atomique. (Enregistrement fourni gracieusement par Pascal Silberzan, Institut Curie.)


De manière assez étonnante, ce sont les fluctuations browniennes qui vont être utilisées di-
rectement pour la mesure de forces d’origine biologique.


2.2 Mesure de force par fluctuations browniennes


Cette technique de mesure de force s’inspire largement de la méthode proposée par Einstein72 pour
mesurer la raideur d’un ressort à l’aide des fluctuations browniennes. Lorsque l’on applique en effet
une force sur la bille magnétique grâce à un gradient de champ, la molécule étirée et la bille forment
un minuscule pendule de longueur ! (Figure 4). La bille est animée d’un mouvement brownien, lié
à l’agitation thermique des molécules d’eau environnantes. Le petit pendule magnétique est ainsi
perturbé par une force de Langevin aléatoire qui l’écarte de sa position d’équilibre. Il est ramené
vers celle-ci par la force de traction exercée par l’ADN (figure 6).


Comme nous allons le montrer en détail plus loin, le pendule possède une raideur transverse
k⊥ qui est directement reliée à la force de traction F par k⊥ = F/!. Si l’on appelle x l’écart de la
bille par rapport à sa position d’équilibre dans la direction perpendiculaire à la force "F , la théorie
va nous donner


F = kBT !/〈x2〉,


où 〈x2〉 représente les fluctuations quadratiques moyennes de x. Pour mesurer la force de traction
sur la molécule d’ADN, il suffit donc de mesurer l’allongement ! et les fluctuations quadratiques
moyennes 〈x2〉 ! Cela est très réminiscent de la formule d’Einstein (25), et de la surprise de pouvoir
en déduire le nombre d’Avogadro.


Pour mesurer ces fluctuations, il faut suivre les déplacements de la bille pendant un certain
temps, comme dans les expériences de Jean Perrin de 1908 sur le mouvement brownien. De nos
jours, un programme informatique analyse en temps réel l’image video de la bille observée au mi-
croscope et détermine son déplacement dans les trois directions de l’espace avec une précision de
l’ordre de 10 nm (figure 6). Cette précision est obtenue par une technique de corrélation d’images.
Ce type de mesure brownienne possède divers avantages :


72A. Einstein, Investigations of the Theory of the Brownian Movement, éd. R. Fürth, trad. A. D. Cowper, Dover
Publications, p. 24 (1956).
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Mouvement Brownien : un problème qui a la peau dure


Robert Brown (1773-1858) : ✭✭ active molecules ✮✮


(au sens du 18e );
Louis-Georges Gouy (1888) : mesures
quantitatives (trajectoire sans tangente, plus vif
dans fluide moins visqueux, plus actif à plus
haute température;
Albert Einstein (1905-1906) : Théorie générale
du mouvement Brownien;
Marian von Smoluchowski (1872-1917) :
Introduction du calcul des probabilités en
physique statistique;
Louis Bachelier (1900) introduit le modèle de
marche aléatoire dans sa thèse ✭✭ la théorie de la
spéculation ✮✮;
Paul Langevin (1908), Jean Perrin (1913);
Géométrie fine de la courbe brownienne: Paul
Lévy (1886-1971), B. Mandelbrot (1982,
conjecture 4/3 sur dimension fractale , B.
Duplantier 1988), Wendelin Werner (Field,
2006) (voir la ✭✭ passante du Sans-Souci ✮✮ avec
Romy Schneider).


S. Condamin et al,
First-passage times in complex


scale-invariant media , Nature,
450, 77, 2007.
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156 B. Duplantier Séminaire Poincaré


Figure 1: Aspect du mouvement brownien décrit par le centre de gravité d’une particule de pollen
en suspension.


en mathématiques,7 physique8 ou biologie.9


1.1 Robert Brown et ses précurseurs


Dans un article publié en 1828 dans l’Edinburgh Journal of Science, et republié de multiples fois
ailleurs,10 intitulé “A Brief Account of Microscopical Observations Made in the Months of June,
July and August, 1827, on the Particles Contained in the Pollen of Plants; and on the General
Existence of Active Molecules in Organic and Inorganic Bodies”, le botaniste Robert Brown rap-
porta le mouvement aléatoire de différentes particules suffisamment fines pour être en suspension
dans l’eau. Il s’agit d’un mouvement extrêmement erratique, apparemment sans fin (voir la figure
1)11.


Brown ne fut pas le premier, en fait, à observer le mouvement brownien. Il semble que le mou-
vement universel et irrégulier de petits grains en suspension dans un fluide ait été vu très tôt après
l’apparition du microscope.12 Il suffit en effet de regarder dans un microscope pour y voir danser de
petits objets. Cela commença avec Anthony van Leeuwenhoek (1632-1723), fameux constructeur de
microscopes de Delft, qui fut aussi désigné en 1676 comme administrateur de la succession du non
moins célèbre peintre Johannes Vermeer, dont on pense qu’il fut l’ami.13 Leeuwenhoek construisit


7J. P. Kahane, Le mouvement brownien : un essai sur les origines de la théorie mathématique, dans Matériaux
pour l’histoire des mathématiques au XXème siècle, Actes du colloque à la mémoire de Jean Dieudonné (Nice,
1996), volume 3 des Séminaires et congrès, pp. 123-155, Société mathématique de France (1998).


8M. D. Haw, J. Phys. C 14, 7769 (2002) ; B. Derrida et É. Brunet dans Einstein aujourd’hui, édité par M. Leduc
et M. Le Bellac, Savoirs actuels, EDP Sciences/CNRS Éditions (2005).


9E. Frey et K. Krey, arXiv: cond-math/0502602.
10R. Brown, Edinburgh New Phil. J. 5, 358 (1828) ; Ann. Sci. Naturelles, (Paris) 14, 341 (1828) ; Phil. Mag. 4,


161 (1828) ; Ann. d. Phys. u. Chem. 14, 294 (1828).
11On peut consulter des enregistrements de mouvements browniens réels sur le site web :


www.lpthe.jussieu.fr/poincare/.
12S. Gray, Phil. Trans. 19, 280 (1696).
13Bien qu’aucun document n’atteste de rapprochement entre Vermeer et Van Leeuwenhoek de leur vivant, il semble


impossible qu’ils ne se soient pas connus. Les deux hommes sont nés à Delft la même année, leurs familles respectives
faisaient le commerce de textiles et ils étaient tous deux fascinés par la science et l’optique. Une hypothèse com-
munément admise et vraisemblable est que Anthony van Leeuwenhoek fut en fait le modèle de Vermeer, et peut-être
la source d’information scientifique de l’artiste, pour ses deux célèbres portraits de scientifiques, L’astronome, 1668,
(Musée du Louvre, Paris), et Le géographe, 1668-69, (Städelsches Kunstinstitut am Main, Francfort). (Voir Johannes
Vermeer, B. Broos et al., National Gallery of Art, Washington, Mauritshuis, La Haye, Waanders Publishers, Zwolle
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La frontière d’un mouvement brownien est une courbe brownienne
auto-évitante.


202 B. Duplantier Séminaire Poincaré


Figure 12: Frontière ou enveloppe extérieure d’un chemin brownien plan.


Figure 13: Une marche aléatoire auto-évitante dans le plan (fournie gracieusement par T. G.
Kennedy, Universty of Arizona).


Il en résultait la conjecture que la dimension fractale ou de Hausdorff de la frontière browni-
enne était égale à DH = 4/3, comme celle calculée par le physicien néerlandais Bernard Nienhuis
en 1982 pour les marches auto-évitantes bi-dimensionnelles.98 La dimension fractale DH est ici
définie, d’une manière non rigoureuse, comme suit. On couvre l’objet fractal de taille R par des
petits cercles disjoints de rayon ε, et l’on compte le nombre n de tels cercles. En général, ce nom-
bre crôıt en fonction de R et ε comme une loi de puissance, n ∝ (R/ε)DH . On voit donc que
DH généralise à des ensembles très irréguliers la notion de dimension euclidienne des ensembles
réguliers.


B. Nienhuis s’appuyait sur une représentation de mécanique statistique, dite du gaz de


98B. Nienhuis, Phys. Rev. Lett. 49, 1062-1065 (1982); J. Stat. Phys. 34, 731-761 (1984); Phase Transitions and
Critical Phenomena, édité par C. Domb et J. L. Lebowitz, (Academic Press, London, 1987), Vol. 11.
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Équation de Langevin


On reprend l’argument original de Langevin.


Point de départ


1
2


m < v
2 >=


1
2


RT


N
(1)


où N est le nombre d’Avogadro


kB =
R


N
= 1,381×10−23JK−1 (2)


est la constante de Bolzmann (due à Planck, 1900)
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Soit bille de rayon a dans fluide de viscosité cinématique η (bain de chaleur). On
suppose


m � mbain (3)


Force visqueuse 6πaηv (d=3) . On postule en 1d:


m
d


2
x


dt2 =−6πηav+X(t) (4)


où X est une force dont on ne sait rien sinon qu’elle est aléatoire.


Remarque


Cette équation sépare deux canaux pour les flux d’énergie :
1 La force aléatoire donne de l’énergie.
2 La particule rend de l’énergie au bain par le canal de la dissipation.


Il existe deux canaux différents pour les flux d’énergie qui s’organisent pour que
l’énergie de la particule soit finie. La dissipation est ici d’origine hydrodynamique. Les
changements de conformation des molécules biologiques introduisent une nouvelle
source de dissipation.
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Introduction Mouvement Brownien :un problème qui a la peau dure ! Équation de Langevin Hypothèses sous-jacentes Theorème de fluctuation-dissipation Application aux mesures extension-force de l’ADN Equation de Fokker-Planck


Du point de vue du temps propre de la particule lourde, les fluctuations de X(t) ne
sont pas corrélées :


< X(t)X(t− τ)>= G×δ (τ) (5)


soit
6πηa/m× τc � 1 (6)


où τc est le temps de corrélation de la force.


On va montrer que l’équation de Langevin donne l’équation de diffusion.
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On pose µ = 6πηa


mx
dv


dt
+


1
2


m
d


2
x


dt2 −mv
2


= µxv+xX =−µ 1
2


dx
2


dt
+xX


(7)


Moyenne sur un grand nombre de particules →< .. . >. On a évidemment (?? - hum)


< xX >= 0 (8)


D’où
1
2


m
d


2 < x
2 >


dt2 −m < v
2 >=−µ 1


2
< x


2 >


dt


1
2


m
d


2 < x
2 >


dt2 − kBT =−µ 1
2


d < x
2 >


dt


(9)


qui n’est qu’une équation différentielle du premier ordre.
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D’où
1
2


d < x
2 >


dt
=


kBT


µ
+Cexp


�
− µ


m
t


�


=
kBT


µ
en régime permanent


(10)


car
m


µ
= 10−8


s (11)


En particulier, pour la distance caractéristique inspectée au bout d’un temps t


< x
2 >=


kBT


3πηa
t = Dt (12)


où D est le coefficient de diffusion


D =
kBT


3πηa
(13)
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Illustration numérique


Il est facile d’intégrer numériquement l’équation de Langevin. On se place dans le
régime des petits nombres de Reynolds. L’inertie ne jouant aucun rôle, l’algorithme
permet de déterminer x(t+dt) une fois x(t) connu.


x(t+δ t) = x(t)+βDdt


�
−dU


dx
+F(x,t)


�
+(2D∆t)1/2


X(t) (14)


où U(x,t) est un potentiel, F(x,t) une force extérieure (Schéma d’Euler). On note que le
préfacteur devant la force est


√
D : on retrouve ainsi l’équation de diffusion.


Schéma d’un algorithme d’Euler (le seul possible) pour une équation stochastique


double ITERATE(double x, double t, gsl rng *r)
double resu;
resu = x + BETA*Delta t*(-DUDX(x)+F(x,t)) + C*ALEA(r);
return resu;
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FIG.: Simulation numérique d’une particule brownienne dans un bain à 300K (eau). Le temps est
mesuré en ps et les distances en Nm. La courbe rouge est obtenue pour une particule de 10 nm et
celle en verte correspond à une particule de 100nm.
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Hypothèses sous-jacentes


Une force aléatoire X(t) forte avec une mémoire courte;
Une force faible −6πηav avec une mémoire longue;
Ne s’applique pas aux particules du bain;
Néglige les corrélations dans le fluide (on sait maintenant que c’est faux)


Conséquence


Temps de perte de mémoire de la vitesse τv = m/(6πηa) = temps au bout duquel la
vitesse va changer de signe. Ce temps correspond à une distance τv


�
< v


2 >
�1/2. Mais


1
2


m < v
2 >=


1
2


kBT


donc


λ =
(mkBT)1/2


6πηa


libre parcours moyen entre deux chocs.
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Introduction Mouvement Brownien :un problème qui a la peau dure ! Équation de Langevin Hypothèses sous-jacentes Theorème de fluctuation-dissipation Application aux mesures extension-force de l’ADN Equation de Fokker-Planck


Temps de premier passage


Application : Ordres de grandeur


Pour l’eau :
η = 102


g.cm
−1.s−1 (15)


Si a = 10−6
cm


D = kBT/(6πηa) = 2.210−7
cm


2.s−1 (16)


Le temps
tdiff =< R


2 > /D (17)


est le temps au bout duquel on peut trouver la particule n’importe où dans une région
de taille R. En particulier , c’est la temps au bout duquel un marcheur aléatoire atteint
la surface de la sphère de rayon


�
< R


2 >
�1/2 et sort de cette sphère. Ce temps ne


dépend donc pas du fait que la particule soit confinée ou non.


Autre temps caractéristique : temps au bout du uel une particule brownienne trouve
une cible de rayon a0 = ttraffic à l’intérieur du volume cellulaire V (le mouvement est ici
confiné)


En règle générale :
ttraffic >> tdiff (18)


ttraffic est ce que l’on appelle en physique statistique le temps de premier passage. Les
deux temps sont manifestement différents : l’un ne dépend pas du fait que le
mouvement est confiné alors que l’autre en dépend.
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Résultat


Si V est le volume et r la distance
Supposant mouvement brownien (Cf. S. Condamin et al.)


ttraffic ∼ V


�
A−Br


2−d


�
si d > 2


ttraffic ∼ V (A+B lnr)si si d = 2


ttraffic ∼ V


�
A+Br


2−d


�
si d < 2


(19)


où A et B sont deux constantes indépendantes du volume de confinement. On a donc
dans tous les cas le résultat surprenant (on n’atteint pas la cible en milieu non confiné)


lim
V→∞


ttraffic = ∞ (20)


D’où
Si V = L


3 où L taille caractéristique (noter que le résultat est indépendant de la taille a


si a = a0)


ttraffic/tdiffusion � L/a ⇒ ttraffic =
ηV


kBT
≈ 1s (21)


Si V = L (dimension 1)
ttraffic = tdiffusion (22)


Pour un démonstration simple voir A. Mikhailov et B. Hess, J. Theor. Biol., 176, 185,
1995
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Applications : Constante cinétique d’une réaction chimique


En biochimie x est la coordonnée de réaction. En physique, on considère une particule
injectée en A et récupérée en B. On suppose que la particule ne peut pas revenir une
fois qu’elle a passé la barrière de potentiel. La barrière de potentiel est donc grande par
rapport à kBT. Quel est le temps de premier passage au-dessus de la barrière de
potentiel (Kramers, 1940)


La constante cinétique de la
réaction est l’inverse du temps de
premier passage au-dessus de la
barrière de potentiel


k = 1/ttraffic (23)


La dissipation n’est pas d’origine
hydrodynamique.
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Théorème de fluctuation-dissipation


Il y a échange bi-latéral d’énergie entre le bain et la particule. Le théorème de
fluctuation dissipation fixe les règles de cet échange.
On reprend


mv̇+mγv = X(t) (24)


avec
G =< X(t)X(t)> (25)


et on ne fait aucune référence à un quelconque équilibre thermique.


v(t) = v(t0)e
−γ(t−t0) +


1
m


�
t0


t


X(t�)e−γ(t−t
�)


dt
� (26)


D’où les corrélations
< X(0)v(t)>=


G


m
θ(t)e−γt


< v(0)v(t)>=
G


2m2γ
e
−γt


(27)
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On suppose maintenant l’équilibre thermique : on baptise la température en écrivant


1
2


m < v
2 >=


1
2


kBT (28)


D’où la relation entre l’amplitude moyenne de la force aléatoire qui donne de l’énergie
et la dissipation γ qui évacue l’énergie de la particule vers le bain thermique.


G


γ
= 2mkBT (29)


Cette équation relie l’amplitude caractéristique de la force (G1/2) qui donne de l’énergie
à la particule à la dissipation γ . La dissipation est necessaire pour que la particule
rende de l’énergie au bain, sans quoi son énergie divergerait. Le théorème de
fluctuation-dissipation établit la règle de cette aller-retour incessant d’énergie entre le
bain et la particule.
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Le mouvement Brownien est-il efficace à l’échelle de la cellule?


Conclusion 1
Montre l’importance d’une signalisation orchestrée et régulée dans le temps et dans
l’espace pour que la cellule fonctionne. Cela ne veut pas dire que le mouvement
brownien est inutile. Il est en fait nécessaire mais le mouvement Brownien est
généralement biaisé et rectifié pour avoir des stratégies de capture efficaces. Celles-ci
ne sont pas connues à ce jour.


where the fractal dimension df characterizes the number of sites


Nr / rdf within a sphere of radius r, P is the infinite space scaling
function, and dw has been defined previously. This form ensures
the normalization of W0 by integration over the whole fractal set. A
derivation given in Supplementary Information then yields our cent-
ral result:


Th i*
N (A{Brdw{df ) for dwvdf


N (AzB ln r) for dw~df


N (AzBrdw{df ) for dwwdf


8
><


>:
ð6Þ


for r5 jrT2 rSj different from 0; here ‘,’ indicates large N asymp-
totic equivalence. Strikingly, the constants A and B do not depend on
the confining domain. In addition, whereas A is related to the small-
scale properties of the walk, we emphasize that B can be written solely
in terms of P (a precise definition of A and B is given in
Supplementary Information). These expressions therefore unveil a
universal scaling dependence of the MFPT on the geometrical para-
meters N and r.


Several comments are in order. First, we point out that equation
(6) gives the large N asymptotics of the MFPT, which is a function
of N and r as independent variables. In particular, the volume
dependence is linear in N for r fixed in any case, which can not be
inferred from the standard scaling Th i!Ldw , L being the charac-
teristic length of the domain of orderN 1=df . Second, a global rescaling
of the problem r R lr, L R lL, when applied to equation (6), gives
the standard form Th i!ldw for dw. df and Th i!ldf for dw, df in
accord with refs 27 and 28. Third, equation (6) shows two regimes,
which rely on infinite space properties of the walk: in the case of
compact exploration3 (dw$ df) where each site is eventually visited,
the MFPT behaves like Th i!Nrdw{df ( Th i!N ln r for dw5 df) at
large distances, so that the dependence on the starting point always
matters; in the opposite case of non-compact exploration, Th i tends
to a finite value for large r, and the dependence on the starting point is
lost.


We now confirm these analytical results by Monte Carlo simu-
lations and exact enumeration methods applied to various models
that exemplify the three previous cases. (1) The randombarriermodel
in two dimensions3 is a widespread model of transport in disordered
systems in which MFPT properties remain widely unexplored. It is
defined by a lattice randomwalkwith nearest neighbours symmetrical
transition rates C distributed according to some distribution r(C).
Even for a power law distribution r(C) the scaling functionP(j) can
be shown to be gaussian10 (df5 dw5 2), which allows us to explicitly
compute the constant B and obtain Th i*N (Az(1=2pDeff ) ln r).
HereDeff is a diffusion constant depending on r(C) that can be deter-
mined by an effective medium approximation10 (Supplementary


Information). (2) The Sierpinski gasket of finite order is a represent-
ative example of deterministic fractals, described in Fig. 1. In this case3


df5 ln 3/ln 2, ln 5/ln 25 dw, so that our theory predicts the scaling
Th i!Nr( ln 5{ ln 3)= ln 2. (3) The Lévy flight model of anomalous dif-
fusion11,23 is based on a fat-tailed distribution of jump lengths
p(l)!l{d{b (0,b# 2). Thewalk dimension is now dw5b, whereas
the fractal dimension is the dimension of the euclidian space d . In
dimensions d$ 2, or for d5 1 when b, 1, one has df. dw and our
theory gives Th i*N (A{Brb{d).


Figure 2a–c reveals excellent quantitative agreement between the
analytical predictions and the numerical simulations. Both the
volume dependence and the source–target distance dependence are
unambiguously captured by our theoretical expressions, equation
(6), as shown by the data collapse of the numerical simulations.
We emphasize that the very different nature of these examples
demonstrates that the range of applicability of our approach, which
mainly relies on the length-scale-invariant property of the infinite
space propagator (equation (5)), is wide.


These analytical results can be extended to scale-free networks. The
latter are characterized by a power-law degree distribution. A wide
class of scale-free networks has been proven recently to be invariant
under a length-scale renormalization scheme defined in ref. 15: social
networks20, the world wide web29, metabolic networks22, and yeast
protein interaction networks (PIN)21. Although the standard fractal
dimension df of these networks is infinite as their diameter scales as
lnN, one can show that they are scale-invariant in the following sense:
they can be covered with NB non-overlapping boxes of size lB with
NB=N!l{dB


B . This renormalization property defines an alternative
scaling exponent called the box dimension dB, which is actually equal
to the fractal dimension defined earlier as long as the networks are
not of small-world type. A model of scale-free networks possessing
such length-scale-invariant properties has been defined recursively in
refs 12 and 30: the network grows by addingm new offspring nodes to
each existing network node, resulting in well defined modules. In
addition, modules are connected to each other through x random
links (Supplementary Information). In this case dB5 ln(2m1 x)/ln3
and dw5 ln(6m/x1 3)/ln3.


For this class of networks, Wstat(r) is not uniform any more but
proportional to the degree k(r) of the node r. One can use the length-
scale-invariant property to infer the following scaling of the infinite
space propagator:


W0(r,t jr0)
k(r)


!t{dB=dwP
jr{r0j
t1=dw


! "
ð7Þ


This form, compatible with the symmetry relations proposed in ref.
24, allows us to perform a similar derivation, which leads for the
MFPT to the same result (equation (6)), but where df is to be replaced


S


T


a b


8
2


32


Degree


Figure 1 | Length-scale-invariant networks. a, The Sierpinski gasket (here
of order three) is a representative example of a deterministic fractal. A
sample random path from S to T is shown. b, The yeast PIN, obtained from


the filtered yeast interactome developed in ref. 21. Picture generated by
LaNet-vi software (http://xavier.informatics.indiana.edu/lanet-vi/).
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FIG.: Interactome de la levure
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Application à une pointe d’AFM


La deflection de la pointe mesure une force
que l’on suppose harmonique avec une
raideur k


|f |= kd


où d est la distance mesurée dans
l’expérience.


→ Dans ce type d’expérience, on mesure la
distance et on en déduit la force
qu’applique la pointe sur le complexe
moléculaire
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FIGURE 2 Biotin binding pocket. Stereo image of the biotin binding in avidin. Shown are the main amino acid side groups that make contacts with biotin
along the rupture paths.


METHOD
MD simulations of the avidin-biotin complex were carried out using the
program X-PLOR (Bruinger, 1992) with version 22 of the CHARMM
(Brooks et al., 1983) force field. We constructed an avidin tetramer from
crystallographic symmetry based on the atomic coordinates of the reported
dimer structure (Livnah et al., 1993; Pugliese et al., 1993, 1994), entry
IAVD in the Brookhaven Protein Data Bank (Bernstein et al., 1977).


It has been argued that the binding pocket of avidin is inaccessible to
water (Pugliese et al., 1993). We tested this supposition in an attempt to
place water in the binding pocket with the modeling package DOWSER
(Zhang and Hermans, 1996). Indeed, we found that the tight contact
between biotin and the binding pocket makes it unlikely for more than one
water molecule to fit inside the binding pocket. We chose, hence, not to
introduce water into the binding pocket in our simulations, having possibly
missed a single water. Alternatively, one might carry out simulations
placing at each moment in time the maximum number of internal waters
into the binding pocket, accounting, thereby, for water penetrating into the
binding pocket on a slower time scale than that covered by the actual
simulation.
A charge distribution for biotin was obtained by means of the program


GAUSSIAN-94 (Frisch et al., 1995) at the Hartree-Fock level with a
6-31G* basis set, using the coordinates of heavy atoms taken from the
crystal structure (chain B from entry IAVD in the Protein Data Bank) and


Ft


biotin


AFM cantilever with the tip


t. avidin - biotin complex


agarose bead surface


FIGURE 3 Schematic representation of atomic force microscopy (AFM)
experiment on the avidin-biotin complex. An AFM tip attached to an


elastic cantilever is linked to biotin; the agarose bead surface is linked
chemically to biotin through stiff bonds; an avidin tetramer binds to two


biotins on the bead and to two biotins connected with the AFM tip; the
cantilever applies forces measured by monitoring the position of the tip.


of hydrogens generated by the program QUANTA (MSI, 1994). The
equilibrium bond length, angles, torsional angles, and force constants for
biotin were derived from biotin coordinates and force-field parameters of
molecules with similar chemical structure available in CHARMM and
X-PLOR (the topology and parameter files for biotin are available via
anonymous ftp at ftp://ftp.ks.uiuc.edu/ in directory /pub/projectslbiotin).


In all simulations we assumed a dielectric constant e = 1 and a cutoff
of Coulomb forces with a switching function starting at 10.7 A and
reaching zero at a distance of 14.3 A. All atoms, including hydrogens, were
described explicitly. The hydrogen atom coordinates of both avidin and
biotin were generated using the HBUILD routine of X-PLOR. An integra-
tion time step of 1 fs was employed. The avidin tetramer structure was
energy minimized and allowed to equilibrate in a 45-ps molecular dynam-
ics run.


To facilitate the exit of biotin from its binding pocket, we altered the
conformation of the 3-4 loop (residues 35-46) (Pugliese et al., 1993) of
avidin, which almost completely closes the pocket, but can fluctuate to an
open conformation on the time scale of the AFM experiment. The new
conformation of the loop was achieved using MDScope (Nelson et al.,
1995), which includes the molecular graphics program VMD (Humphrey et
al., 1996) connected to the molecular dynamics program NAMD (Nelson
et al., 1996), the latter running on a workstation cluster. VMD allowed us
to monitor and control the simulation of the avidin-biotin complex and to
interactively apply forces to selected atoms on the 3-4 loop of one of the
avidin monomers. The forces were sent from VMD to NAMD and intro-
duced into the molecular dynamics simulations. The application of the
external forces to the system led to the desired conformational change of
the loop (see Fig. 4). This procedure was followed by a 15-ps equilibration.
The resulting structure served as the starting point of each simulation
reported here, in which the Ca atoms of the loop residues were constrained
to prevent a renewed closure of the binding pocket.


External forces were applied to the tail of one of four biotins through the
definition of harmonic restraints in X-PLOR. One of the oxygen atoms of
biotin's valeryl side-chain carboxylate group was restrained to a point
outside the binding site at a distance of 20 A, i.e., far enough to ensure that
biotin at the point of restraint would be completely outside the pocket. The
position of the restraint point was chosen so that biotin would encounter the
least hindrance when moving from its initial position toward the point of
restraint, a direction that is assumed to represent the orientation of the force
applied by the AFM tip.


The absolute value of the force acting on biotin was chosen to be


|F| = k(t)d, (1)


where k is the harmonic restraint coefficient that can be specified in
X-PLOR, and where d is the distance between the tail of biotin and the


biotin
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Conséquences


Du théorème de fluctuation-dissipation


�
< (δd)2 >


�1/2
=


�
kBT


k


�1/2
(30)


d’où �
< (δF)2 >


�1/2
= (kkBT)1/2 (31)


Pour une pointe rigide les fluctuations de position sont faibles, mais les fluctuations de
forces sont importantes. Inversement, si k est petit (pointe souple), les fluctuatons e
force sont petites mais l’incertitude sur la position est grande. Il faut chercher un
compromis. Typiquement, on arrive maintenant à sonder un liaison pont-hydrogène (2
Å).
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Application aux mesures extension-force des molécules d’ADN isolées


Le mouvement brownien trouve ici une application sur la mesure de forces très faibles
pour des molécules biologiques isolées. Il s’agit d’une méthode très précise, puisque le
domaine des forces mesurées va de la dizaine du femto-newton à la centaine de
pico-newton.


Le version étudiée ici correspond à la méthode de Croquette et Bensimon (ENS, Paris,
Picotwist). Elle utilise des pinces magnétiques, ce qui permet de s’affranchir de
dégagements de chaleur et, surtout, d’appliquer un couple de torsion sur une
molécule.
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Schéma du dispositif expérimental


the coated bottom of the flow cell and to the paramagnetic bead,
respectively (Fig. 1, blue and orange segments). A pair of magnets was
placed above this construction, and different torsions were applied by
rotating the magnets about the vertical axis. The magnets’ vertical posi-
tion specifies the stretching force, that is, the fiber extension, which was
measured by recording the three-dimensional position of the bead8.
The typical torsional behavior of a single chromatin fiber in low-salt


buffer B0 (see Methods) is shown in Figure 2a at 0.34 pN (blue curve).
After chemical dissociation of the nucleosomes, the response of the
corresponding naked DNA was obtained (red). This latter curve
displays a mechanical effect of torsion and an asymmetry for negative
supercoiling. These features are the signatures of an unnicked single-
duplex DNA8. Compared to naked DNA, chromatin is shorter by
B1.35 mm, and its center of rotation is shifted by –24 ± 2 turns. This
corresponds to a shortening of B–55 nm per negative turn, as
expected for one nucleosome, as 50 nm corresponds to 150 bp.
Nucleosomes were also disrupted mechanically by increasing the


tension, after supplementing B0 with 50 mM NaCl and 2 ! 10–3 %
(w/v) nucleosome assembly protein-1 (NAP-1; gift from S. Leuba,
University of Pittsburgh). At 7.7 pN, 14 individual lengthening steps
with an average height of 24.2 ± 1.9 nm were detected (Fig. 2b), in
agreement with ref. 6. Thanks to the presence of NAP-1, which
interacts with core histones in vitro13 and favors their release, this
process occurred at a lower force than in ref. 6. Notably, it was
partially reversible, as also reported in ref. 6. In the course of two
successive pulling phases at 7.7 pN, separated by a 50-s pause at


0.67 pN, the fiber contracted by –28.5 nm during the pause, roughly
corresponding to one individual nucleosome reassociation.
The response in torsion of the partially disrupted fiber was then


probed in B0 at low force and, as expected, it was intermediate
between the responses of the original fiber and of DNA (Fig. 2a,
green). The shifts in length and in topology between the new fiber and
DNAwere respectivelyB700 nm and –13 ± 1.5 turns, orB54 nm per
turn, identical to the values derived for the initial fiber. Assuming
that each step corresponds to the dissociation of one nucleosome,
the topological deformation per nucleosome can be estimated as
–(11 ± 1.5)/14 ¼ –0.8 ± 0.1 turn.
The rotational behavior of ten fibers was then compared by plotting


their maximal length at 0.3 ± 0.07 pN versus the rotational shift of
those maxima relative to their corresponding naked DNAs (Fig. 2c). A
linear trend was observed, with most data points well aligned and a
slope close to 55 nm per turn. This is the expected behavior for regular
nucleosome arrays with a variable number of nucleosomes. The
corresponding nucleosome arrays were therefore referred to as regular.
A few fibers, however, deviated from this linear trend. We show in the
Supplementary Discussion online that these deviations can be
attributed to the presence of variable proportions of clustered nucleo-
somes devoid of linker DNA (see also Supplementary Fig. 1 online).
Hence, these fibers were termed irregular.
A direct comparison between chromatin and DNA requires a


derivation of the torsional response of a DNA molecule having the
same maximal length under the same force. Taking advantage of the
invariance in length of the DNA torsional response8, one can obtain
the renormalized curve of the DNA by dividing both lengths and
rotations by the ratio of the maximal length of DNA to the maximal
length of chromatin. The resulting renormalized DNA curve was
further displaced parallel to the abscissa to superimpose its rotation
center onto that of the fiber (Fig. 2d). Compared to DNA, nucleosome
arrays seem extremely resilient, being able to accommodate a much
larger amount of supercoiling without substantial shortening.


Stretching
The fiber described in Figure 2d and its corresponding DNAwere also
compared, again in B0, with respect to their stretching behaviors


Rotation


Nucleosome array


DNA spacer


DNA spacer


Biotin-DNA


Digoxigenin-DNA


Force


3-µm magnetic bead


Figure 1 Schematic of the experiment. A single nucleosome array (B7.5
kbp), sandwiched between two naked DNA spacers (B600 bp each), is
linked to a coated surface and to a magnetic bead. A pair of magnets placed
above this molecule exerts controlled torsional and extensional constraints8.
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Figure 2 Micromanipulation of single chromatin fibers. (a) Extension-versus-
rotation curves at 0.35 pN for an intact fiber (blue) in buffer B0 (see
Methods), for the same fiber after partial nucleosome disruption as shown
in b (green) and for its corresponding naked DNA after complete nucleosome
dissociation (red). (b) Individual nucleosome disruption events at 7.7 pN of
the fiber in a in B0 plus NAP-1 and 50 mM salt (see Results). The force was
temporarily lowered to 0.67 pN between the arrows. (c) Maximal extension
versus topological departure from DNA for ten fibers at 0.3 ± 0.07 pN in
B0. Black straight line shows the relationship predicted by our three-state
model (see Supplementary Discussion). Fibers on the line are referred to
as regular and those off as irregular. Arrowheads correspond to the fibers
studied in a (black) and d (blue). Numbers in green refer to fibers studied
in Figure 6. (d) Extension-versus-rotation curves of the chromatin fiber
corresponding to the blue arrowhead in c at 0.25 pN (blue) and of its
corresponding renormalized DNA (red). Smooth curves were obtained
assuming an elastic response in bending, stretching and twisting
(worm-like rope model)15.
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Figure 4: Micromanipulation d’une molécule d’ADN par des “pinces magnétiques”.


des torsades, ou superenroulements, qui reproduisent une partie des configurations topologiques
fonctionnelles.


Donnons un bref aperçu des forces mises en jeu en biologie, et des problèmes spécifiques liés
à leur petitesse.


2.1.3 Forces d’interaction biologiques et forces d’agitation thermique.


Les forces d’interaction impliquées dans les systèmes biologiques sont typiquement engendrées par
les liaisons hydrogène ou ioniques, ainsi que par les interactions de Van der Waals qui structurent
acides nucléiques et protéines. Leur ordre de grandeur typique est obtenu en divisant kBT , ordre
de grandeur du “quantum d’énergie” fourni par l’hydrolyse de l’ATP en ADP71 (en fait 10 kBT ),
par la taille caractéristique des objets biologiques, de l’ordre du nanomètre (nm). On trouve alors
le picoNewton :


kBT


1nm
= 4 pN


�
10−12 N


.


Cette force est aussi typiquement celle qu’il faut pour étirer une molécule d’ADN. Extrême-
ment petite, elle n’est pas facile à détecter avec des dispositifs de mesure classiques.


Les plus petites forces mesurables sont a priori limitées par l’agitation thermique de l’instru-
ment de mesure (voir la figure 5). Cette agitation thermique donne lieu à la force stochastique de
Langevin vue ci-dessus, dont la valeur dépend du coefficient de friction visqueuse sur l’objet, et
aussi de la fenêtre temporelle d’observation. On a :


�X2
Langevin� = 2kBT 6πη a δf,


où η est la viscosité du milieu, a le rayon d’une bille prise comme exemple, et δf la gamme de
fréquence observée. Par exemple, pour a = 1, 5 µm, dans de l’eau (viscosité η = 10−3 Poise), la
racine de la force carrée moyenne est XLangevin ∼ 15 f N


�
(10−15 N)


√
Hz, soit 15 femtoNewtons sur une


seconde.
71ATP : adénosine triphosphate, carburant biologique universel, fait d’un sucre, la ribose, d’une base, l’adénine, et


de trois groupes phosphates ; ADP : adénosine diphosphate, sa version dégradée après perte d’un groupe phosphate
sous action enzymatique et libération d’énergie.


Un ADN est greffé de manière
covalente au substrat et à une bille
magnétique de taille caractéristique
1µ m. Les fluctuations de position de
la bille sont observables.
Un gradient de champ permet
d’appliquer une force Fûz sur la bille.
Le problème est d’ étalonner la force F.
Grâce à un champ alternatif, on peut
faire tourner la bille. Nous ignorons
cette possibilité (pour l’instant).


Bertrand Fourcade


Introduction au mouvement brownien et à ses applications
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(10−15 N)
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Hz, soit 15 femtoNewtons sur une
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Le pendule possède une raideur dans
la direction transvers k⊥ avec


k⊥ =
F


l


où l est mesurable.
La théorie va nous donner F à partir
des mesures de fluctuation de la
position transverse.


F = kBTl/ < x
2 >
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Figure 6: Nuage brownien des positions fluctuantes de la bille dans le plan vertical (Ox,Oz), pour
différentes forces appliquées. Plus la force est grande, plus la molécule s’étire et plus les fluctua-
tions browniennes sont restreintes. (Enregistrement fourni gracieusement par Vincent Croquette,
Laboratoire de physique statistique de l’ENS.)


FIG.: Enregistrement de la position instantanée
de la bille dans le plan perpendiculaire à l’axe de
l’objectif. Plus la molécule est étirée, plus
l’amplitude du mouvement brownien
perpendiculaire à l’axe est restreint et plus la
tache est centrée. Cet enregistrement permet à
l’aide du théorème FD de déterminer les
constantes élastiques de rappel et, ainsi, de
déterminer la force à laquelle la molécule est
soumise.
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Théorie


Lorsqu’elle s’écarte de la position d’équilibre, nous supposerons que la molécule
développe une force RADIALE Fr dans la direction ûr mais de sens opposé avec (z
mesure les fluctuations par rapport à l) :


r =
�


x
2 +y


2 +(z+ l)2
�1/2


(32)


Par définition, les composantes Fx,Fy,Fz de la force de rappel sont données par


Fx =− x


r
Fr


Fy =− y


r
Fr


Fz =− z+ l


r
Fr


(33)
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Pour des déplacements petits, on a au premier ordre


r =
�


x
2 +y


2 +(z+ l)2
�1/2


= l+ z+O(x2 +y
2 + z


2) (34)


et comme la force est radiale, elle ne dépend que de r. On peut donc faire son
développement limité


Fr(r)≈= Fr(l)+ z
dFr


dr
|r=l (35)


Nous pouvons donc connaı̂tre la force de rappel exercée par la molécule lorsque la bille
s’écarte de sa position d’équilibre


FRappel =−x


l
Fr(l)ûx −


y


l
Fr(l)ûy − z


dFr


dr
|r=lûz (36)


où les termes d’ordre 0 sont compensés par la force appliquée par le dispositif de
mesure.
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L’énergie élastique associée à cette force de rappel est donc quadratique dans les
déplacements. Elle prend une forme très simple


U(x,y,z) =
1
2


k⊥
�


x
2 +y


2
�
+


1
2


k�z
2 (37)


où les constantes de rappel ne dépendent que de la force et de ses dérivées :


k⊥ =
Fr(l)


l
Parallèle au substrat


k� =
dFr(l)


dr
Perpendiculaire au substrat


(38)
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La mesure expérimentale du spectre des fluctuations permet de déterminer les valeurs
moyennes < x


2 > , < y
2 > et < z


2 >. En utilisant le théorème d’équipartition


1
2


k⊥ < x
2 >=


1
2


k⊥ < y
2 >=


1
2


k� < z
2 >=


1
2


kBT (39)


On peut en déduire k⊥ et k� et donc la force Fr(l) et sa dérivée. La figure?? donne une
représentation de l’histogramme des fluctuations de la position instantannée de la bille
à des instants successifs. On peut donc reconstruire la distribution de probabilité des
fluctuations et déterminer les constantes élastiques.
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FIG.: Caractéristique extension-force par
micromanipulation mécanique de l’ADN. La
divergence apparente au voisinage de l’extension
maximale est ajustée au résultat théorique.
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Equation de Fokker-Planck


Nous désirons travailler sur les distributions de probabilité et non sur les valeurs
moyennes. En physique statistique, la distribution de probabilité est une fonction et
des vitesses et des positions. Nous notons f (x,v,t) la distribution de probabilité.


Équilibre local


L’échelle caractéristique de la vitesse est lente par rapport au mouvement moléculaire.
Mais l’échelle caractéristique des temps pour les positions est encore plus lente. Du
point de vue des positions, on peut considérer que les vitesses sont en équilibre local :


f (x,v,t)� ρ(x,t)e−
1
2 mv


2/kBT (40)
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Upshot


Calcul compliqué mais résultat simple ... On fait ρ = concentration(x).
Si U(x) est le potentiel ressenti par la particule, le courant est la somme :


1 du courant de drift dû à la force − 1
γ ρ ∂U


∂x


2 du courant de diffusion − 1
γ


∂
∂x
(ρkBT)


avec l’équation de Fokker-Planck (conservation de la matière)


∂ρ
∂ t


+
∂ J


∂x
= 0 (41)


où
J = (Mobility )ρ µ


mγ
∂U


∂x
+(Diffusion)DkBT


ρ
mγ


(42)


En régime stationnaire (pas nécessairement à l’équilibre)


∂ J


∂x
= 0 (43)
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Conséquence


À l’équilibre, on retrouve bien la distribution de Bolzmann. Puisque l’équilibre est un
état stationnaire :


∂ρ
∂ t


=− ∂ J


∂x
= 0 (44)


On a en utilisant la définition du courant


1
ρ


∂ρ
∂x


=− 1
kBT


dU


dx
(45)


D’où:


ρ(x) = ρ0e


�
− U


kBT


�


(46)


La température T n’est ici qu’un paramètre commode. Nous avons seulement supposé
que l’état est stationnaire et non que le système est à l’équilibre.
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Conclusion II


Le mouvement brownien est nécessaire au bon fonctionnement de la cellule. Mais il
faut comprendre comment les réseaux biochimiques sont organisés dans l’espace et
dans le temps.
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