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Chapitr e 1


Équationsd’Euler -Lagrange


OnmontrequeleséquationsdeNewton ��������	� , dela mécaniquedupointdécoulentd’un Principed’extremum
(Principeded’Alembert).Ceséquationspeuvent̂etre réécritessousuneformeplussimple, qui permetdes’affranchir
desforcesde liaison et de réaction,alors queles forcesd’inertie d’entrâınementapparaissentnaturellement.Dans
unepremìere étape, cetteformulationapparâıt plutôt commeune 
 
 commodit́e � � decalcul.On verra par la suiteque
cePrinciped’extremumestgéńeral.


La notion de déplacementvirtuel est introduiteaprèsavoir rappeĺe la définition descoordonńeesgéńeralisées
adapt́eesà la descriptionde la statiqueet de la dynamiquedu syst̀eme. On énoncele principe destravauxvirtuels
qui, en particulier, permetd’identifier un étatd’équilibre à un extremumde l’ énergie totale. On introduira alors la
formulationLagrangiennede la Mécanique. La géńeralisation de la formulationLagrangienneau casoù les forces
nesontpasconservativesestexpośeedansla dernìere section.


I Principe destravaux virtuels


I.1 Le b-a-ba:liaisonset degrésde libert é


Il estnécessairede distinguerles coordonńeesphysiques,cellesqui permettentde déterminerles coordonńees�������� d’un point mat́eriel, desdegrésde liberté. Un syst̀ememécaniquepeutêtreeneffet sujetà descontraintesou
à desliaisons.Danscecas,lescoordonńeesphysiquesnepeuvent varier indépendammentlesunesdesautres.Pour
fixer lesidées,consid́eronsle pendulerigidedela figure.Le barreauestsuppośe sansmassedetellesortequel’action
dela gravité estconcentŕeesurle centredegravité dela masselotte.Lescoordonńeesphysiquessontlescoordonńees�������� du centredegravité.


Si noussupposonsquele mouvementestplan,le seuldegré deliberté estl’angle � quefait le penduleavecl’axe��� . Puisquele barreaureliant la masselottèa l’axe derotationestrigide, le centredegravité dela masselottenepeut
décrirequ’unarcdecerclederayon � , � étantla longueurdubarreau.��������� �!�"�������#� � � quelquesoit � . (1.1)


Lesdeuxcoordonńeesphysiques���� sontdoncreliéesparuneseulecontrainte.Le syst̀emeneposs̀ededoncqu’un
seuldegré de liberté. Cetexemplesegéńeraliseaucasdu pendulesph́erique.La masselotteparcourtunesph̀erede
rayon � et lescoordonńeesphysiquesdoiventobéir à la contrainte������� � �$�%���&� � �$�"���&� � � � � quelquesoit � (1.2)


Danscecas,il y abien ')(+* �-, degrésdeliberté correpondantsauxdeuxanglespolaires� �/. .
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NOTATION. Afin d’allégerl’ écriture,le nombrededegrésdeliberté seranot́e 0 . Suivantlescas,ondistinguerale
nombredecoordonńeesphysiqueset le nombredecoordonńeesgéńeraliśees.


DÉFINITION. Onappellecontrainteholonome,ouliaisonparfaite,toute 12
q


FIG. 1.1– Pendulesimple


contraintereliant lescoordonńees 354 � 3 � �7676767� 398&: et pouvant s’exprimersous
la forme1 ; �=< 4 ���&�>��< � �����>�7676767��< : �����>���&�?�A@ (1.3)


où le temps � peut apparâıtre de façon explicite dansla définition de la
contrainte.Dansl’exempledu pendule,on pourraiten effet imaginerque
la longueur � ���&� puisseêtrecontr̂olée par l’expérimentateuret qu’elle soit
unefonctiondu temps.


On remarqueque seulesles coordonńeesn’interviennent,et non leur
dérivéesou desélémentsdifférentielsdetype B�C�ED �D �
Les contraintesqui sortentde ce cadresontdéfiniescommedescontraintesnon-holonomes.L’exemplepréćedent
l’illustre defaçon trèssimple.Voici quelquesexemples.


1.1EXEMPLE:


La perle sur une tige en mouvement.Soit une perle as-
treinte à glissersur une tige animée d’un mouvementde
rotation.Connaissantla vitesseangulaire


( F G
de la tige, la


variablequipermetd’étudierleprobl̀emeestlacoordonńee
curviligne H définiecommela distanceentrele pointdero-
tationdela tige et la perle.Il n’y a qu’un seuldegré deli-
bert́e,alorsqu’il y atroiscoordonńeespourreṕererla posi-
tiondelaperle.Unecontraintequin’estpasholonomerelie
lesdérivéesdescoordonńees.Voici unexempleoù celle-ci
estdueà la conditionderoulementsansglissement.


W


FIG. 1.2- Perleenfiĺeesur unetige en
rotation


1. Le syst̀emeestun syst̀emede I pointsdontlespositionssontreṕeŕeesparlesvecteursJLK .
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1.2EXEMPLE:


C’est le casd’unebille qui roulesansglisserle long d’un
plan incliné. Soit � l’angle de rotationde la bille, dont le
centredegravitéestreṕeŕeparl’abcisse� . Si M estle rayon
dela bille, le roulementsansglissementimpliqueD �D � � M D �D � (1.4)


qui n’est pas de la forme de l’ équation1.3, puisqu’elle
fait intervenir desélémentsdifférentiels.Dansce castrès
simple,on peutmalgŕe tout la mettresousla formed’une
contrainteholonomeenintégrantparrapportautemps:�N� M)� �!O (1.5)


où O estuneconstantedétermińeepar les conditionsini-
tiales.


P
FIG. 1.3- Bille roulantsur uneplan


incliné


1.3EXEMPLE:


Consid́eronsunrouedebicyclettequi roulesansglissersur
unsupportplan.La rouenepeutni glisser, ni pivoter, etson
plan resteperpendiculaireausupport.Pourcaract́eriserle
mouvementdela rouederayon 3 on consid̀erele point de
contactdontlescoordonńeesdansle plan �=�Q���R� dépendent
de:


1. l’angle S entrele plancontenantla roueetl’axe des� ;
2. l’angle T derotationdela rouesurelle-m̂eme. U


V
W


X


FIG. 1.4- Schémad’unerouede
bicyclette


Il y adonc Y degrésdeliberté qui permettentdecaract́eriserle syst̀eme: outrecesdeuxvariablesangulaires,il
fauteneffet rajouterlescoordonńees ���� du point decontact.Supposonsquela rouen’ait qu’un mouvement
de roulementpur, sansglissementni pivotement.Autrementdit, un déplacementinstantanńe Z[H du point de
contactestrelié à Z[T par Z[H � 3?Z[T . Cttecontrainteestassuŕeepar la friction statiquedu supportagissantsur
la roue.Puisqu’il y a ni frottement,ni pivotement,l’ élémentd’arc Z9H estdirigé suivant la tangente.Projettant
surlesaxesdecoordonńees,nousobtenons B� 4 � 3 BT]\_^a` � S �B� 4 � 3 BTb`Lced � S � (1.6)


On endéduit immédiatementqueleséquations1.6nesontpasdela formedel’ équation1.3,puisqu’ellesfont
intervenir desélémentsdifférentiels.C’estle casgéńeriqued’unecontraintenon-holonome.Cescontraintesne
permettentpasderéduirele nombrededegrésdeliberté dusyst̀eme.
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Lescontraintesréduisentdoncle nombrededegrésdelibertésdu syst̀emeencouplantlescoordonńeesdu point.
Dansle casdescontraintesholonomes, ons’affranchitdecettedifficulté enintroduisantlescoordonńeesgéńeraliśees
dont le nombreest égalestcelui du nombrede degrésde liberté. Dansle premierexemple,il suffit de choisir les
anglepolaires� � T : cesontlescoordonńeesgéńeraliśees.Dansl’exempledela perle,c’est la distanceentrele point
derotationdela perleet la perleelle-m̂emequi estla coordonńeegéńeraliśee.


1.1 Exercice:


Montrerquelesrelationspréćedentesnepeuventpasêtreréduites̀a uneconditionholonome.
Rép.Supposonsque


; �������� T � S � �-@ existe.SachantquelesvariationsZ[T et Z . sontindépendantes,onobtient
encalculantZ ; 3%f ;f � \_^a`gS � 3hf ;f � `&cid	S � f ;f T �A@
et f ;f S �A@
La premìereéquationestvraiequelquesoit S . On peutla différencierpar rapportà S . On a doncun syst̀eme
dedeuxéquations̀a deuxinconnues,qui n’a desensquesi


;
estuneconstante.


I.2 Coordonnéesgénéralisées


Par définition, les coordonńeesgéńeraliśeesest l’ensembledescooordonńeesindépendantesqui permettentde
décrire le syst̀eme.Évidemment,leur nombredépendà la fois du nombrede coordonńeesphysiquesainsi quedes
contraintesqui les relient.Si j relationscinématiquesholonomesexistententre '�k composantesde déplacement
d’unsyst̀eme,le nombrededegrédeliberté évidemment'�kl(mj . Onestdoncameńeàdéfinir 0 � '�kl(nj param̀etres
deconfiguration,oucoordonńeesgéńeralisées, not́eeso �N�=p 4 �767676767��prqR� . Celles-cidéterminel’ étatdusyst̀emedefaçon
unique. <tsu�A<9s&�=p 4 �767676767��p q ���&� (1.7)


Pardéfinition descoordonńeesgéńeraliśees,lesvariationsdes prs sontindépendantes;unevariation Z pvs équivautà
unevariationdescoordonńeesphysiques Z <ts��w�x f <tsf p x Z p x (1.8)


I.3 Déplacementsvirtuels


Consid́eronsun pointmat́eriel dontlescoordonńeescart́esiennessontrepŕesent́eespar <y6
DÉFINITION. Fixonsun instant� , c’est-̀a-direphotographionsle syst̀emeàun instant� . Lesdéplacementsvirtuels


sontlesdéplacementsinfinitésimauxZ < consistentsaveclesforceset lescontraintesimpośeesà l’instant �z6
NOTATION. Pour différencierles déplacementsréels des déplacementsvirtuels infinitésimaux,on adoptela


conventiond’écrituresuivante: Z < désigneun déplacementvirtuel infinitésimalquelconque,D < réfère,lui, à l’unique
déplacementréel infinitésimalentrelesinstants� et �u� D � .
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I.4 Propri étésdesdéplacementsvirtuels


Il s’agit avant tout d’un déplacementgéoḿetrique qui respecteles contraintesimpośees par le montage
expérimental.Dansle casdu pendule,la rigidité du barreauimposequelescoordonńeesdu centredemasseparcourt
unesph̀ere.Un déplacementvirtuel consisteà faire varier de façon arbitraire �Q���{��� tout en respectantla contrainte� � �l� � �$� � � � �


Si lescontraintesnevarientpasavecle temps,le déplacementréelcöıncideavecl’un desdéplacementsvirtuels.
Parcontre,si lescontraintesvarientavecle temps,le dÚplacementréelnepeutcöıncideravecl’un desdéplacements
virtuels,puisquelescontraintesauxquellessatisfontlesdéplacementsvirtuelsnesontpluslesmêmes̀a � età �>� D � . Les
déplacementvirtuelssontdoncdesquantit́es 
 
 tests � � etgéoḿetriquesqui vont nouspermettred’établir leséquations
d’Euler-Lagrange.


1.4EXEMPLE:


Consid́eronsunfil tenduentredeuxpointsetqui pendsous
l’effet dela gravité.Un déplacementvirtuel consistèamo-
difier la forme du fil tout en gardantfixe les deuxpoints
d’attache. FIG. 1.5- Exempled’un élastiquetendu


entre deuxmurs.Lesdéplacementsvirtuels
consistemt̀a déplacerla perletout en


gardant lesdeuxpointsd’attachefixes.


I.5 Principe destravaux virtuels: le principe de d’Alembert


Pourseconformerà l’usage,on appelletravail virtuel le travail fourni au syst̀emelors d’un déplacementinfi-
nitésimaldesescoordonńeesgéńeraliśees.Le principedestravauxvirtuelsrelie la variationd’énergie totaleautravail
desforcesextérieures. C’esttout le principedela mécanique:il y a équilibre à chaqueinstantentre touteslesforces
appliqúeesà chaquepoint du syst̀eme. Un étatd’équilibreestdoncun étatstationnairepour l’ énergie totale,puis-
qu’aucuneforceextérieuren’agit surle syst̀eme.


Notre objectif est de réécrire les équationsde Newton, ce qui va permettred’établir les équationsd’Euler-
Lagrange.


ÉNONCÉ (casstatique).Pourtoutdéplacementvirtuel Z < , le travail totaldesforcesgéńeraliséesestnul.Autrement
dit, w x}| x 6 Z < x �A@ (1.9)


On peut faire la distinction entreforcesintérieureset extérieuresau syst̀eme.Elles sontdites conservatives si
le travail virtuel assocíe estrécuṕerable.Parmi les forcesintérieures,on peutdistinguerles forcesde liaison,celles
assocíeesàuneforceélastiqueet cellesrésultantd’un mécanismededissipation.


Lesforcesdeliaisonqui apparaissentdansuneliaisonrigide necontribuentpasauxforcesgéńeraliśeesagissant
surle syst̀eme: leur travail virtuel estnécessairementnul. Pours’enconvaincre,consid́eronsdeuxpoints * et , . Il y a
liaisonrigide entrecesdeuxpointsmat́eriels,doncl’ensembleestà l’ équilibre.On adonc| � 4 �$| 4 � �A@ (1.10)
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Le travail virtuel assocíe audéplacementvirtuel � Z < 4 � Z < � � estdonńe parZ�~ �A| � 4��9Z < 4 �$| 4 � 6 Z < � (1.11)


�A| 4 � � � Z < 4�(�Z < � � (1.12)


Eneffet, toutdéplacementvirtuel peutêtredécompośecommeunesommededeuxdéplacementsinfinitśimaux: d’une
part,unetranslationducentredemasse; d’autrepart,unerotationinfinitésimaleautourd’un axepassantparle centre
demasse.PourunetranslationZ < 4 � Z < � , alorsquepourunerotation |)6 Z < 4�� � �}@ . L’absencedesforcesde liaison
pourle calculdesforcesgéńeraliśeesconstitueun desattraitsdela mécaniqueLagrangienne.


1.5EXEMPLE:


Commeautreexemple,reprenonsle casd’une bille roulantsur
unenappe,cettebille estassujettièa:


1. la forcederéaction� ;
2. lesautreforcesappliqúees|����z� (la gravité, parexemple).


La conditiond’équilibrestatiqueestdonńeeparla loi deNewton� �!| ���z� �A@ (1.13)


On endéduit immédiatementquepourtoutdéplacementvirtuelZ <y6#� � �$| ���>��� �A@ (1.14)


Mais,pardéfinition, Z < esttangent̀a la nappe,puisquela bille est
contrainteà restersur la nappe.D’où Z <�6 � ��@ . On en déduit
bien1.9.


FIG. 1.6- Lesdéplacementsvirtuels
sonttangentsà la nappe


1.2 Exercice:


Consid́erezle pendulesimplede la figure ci-contre.En appliquantPrincipedestravaux virtuels, déterminez
l’angle � enfonctiondela traction � appliqúeedansla direction �[� .
Rép.


ÉNONCÉ (casdynamique)Dansle casdela dynamique,il faut rajouterlesforcesd’inertie. Soit � la quantit́e de
mouvement.LeséquationsdeNewtondonnent�&���� ��� | , soit� D �D � ( w |���6 Z <��A@


Commeauparavant,il y adoncéquilibreentretouteslesforces,à conditionderajouterlesforcesd’inertie.
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II Équationsd’Euler -Lagrange


Consid́erons un syst̀eme de points mat́eriels pouvant être décrits par un jeu de coordonńees géńeraliśees�=p 4 �767676767��p : �>6 On rappelleque le syst̀emepeut être sujet à descontraintes,et noussupposeronsque celles-cisont
holonomes.Le syst̀emea donc k degrésdeliberté. On désignerapar � l’ énergie cinétiqueet par � l’energie poten-
tielle (d’où dérivent lesforcesextérieures).2 Si le syst̀emeestconservatif, le potentiel � nedépendquedesprs etnon
desvitesses


Bprs . En partantdu principeded’Alembert,nousallonsmontrerqueles lois deNewton sontéquivalentes
auxéquationsd’Euler-LagrangeDD � � ff Bp s?� �+($��� � ( ff p s�� ��(��)� �-@ quelquesoit � � *) +�? +k (1.15)


Tout comme dans la premìere formulation des équationsde Newton, Ces équationspermettentcaract́eriser
compl̀etementl’ étatstatiqueet dynamiquedu syst̀eme.L’utilit é decettedernìereformulationapparâıtra dansla pra-
tique.Lesdeuxformulationssontstrictement́equivalentessansquel’une n’ait plusdecontenuphysiquequel’autre.


Cetteéquivalencepeutêtrefacilementdémontŕeepourunemasseponc-


¡


¡£¢


FIG. 1.7 – 2 déplacementsvirtuels
différents.


tuelleplonǵeedansun potentiel � . Le mobileestsanscontrainteet lesco-
ordońeesphysiquessontlescoordonńeesgéńeraliśees.Le casgéńeraloù le
mobileestassujettìa unecontrainteseratraité auparagraphesuivant.


Supposonsquelescoordonńeesphysiques�������� correspondentauxco-
ordonńeesgéńeraliśees.On supposeradoncque � � Bprs¤� et quel’ énergie po-
tentiellene dépendequedescoordonńees � �=prs¥� . Cettedernìerehypoth̀ese
nousassureque le syst̀emeestbien invariant sousles transformationsde
Galilée.La quantit́e demouvementassocíeeá la coordonńee prs estdonc¦"sh� f �f Bprs
Leséquationsd’Euler-LagrangereviennentdoncàB¦"su� ( f �f prs (1.16)


qui nesontautresqueleséquationsdeNewton.L’ équivalenceestdoncba-
naleàdémontrerdansle casoù lescontraintesn’interviennentpas.


DÉFINITION. La quantit́e § � o � Bo ���&�?¨ �+($� (1.17)


définit le Lagrangiend’un syst̀emedontlescoordonńeesgéńeraliśeessontdonńeesparle vecteurunicolonneo . Il faut
remarquerquele Lagrangienpeutdépendreexplicitementdu temps.C’est le cassi le potentielvient à dépendredu
temps.Dansle casoù il n’y a pasdedépendanceexplicite, le tempsn’apparâıt quepour indicer la trajectoireet non
commeunevariableindépendante.Eneffet, lorsd’un déplacementvirtuel, on fait varierla trajectoireetnonle temps.


Il estdoncpréférabledevoir le Lagrangiencommeunefonctiondetrois variables© �/ª9��« indépendantes


§ � © �/ª9��«v�
etdeprendre f §f ©¬¬¬¬ �z®%¯ K � ° ®n±¯ K ¨ f §f p s (1.18)


Pourfixer lesidées,prenonsle casd’un probl̀emeà unedimension.Notons� la variablegéńeraliśee.Le point de
vuede la Mécaniquede Lagrangerevient à déterminerl’ étatdu syst̀emeen fonctiondesatrajectoiredansl’espace
desphasesoù ���Q� B�h� sontdeuxcoordonńeesindépendantes.


2. Si les forcesextérieuressontconservatives,c’est-̀a-diresi leur travail virtuel surun cycle ²´³�µL¶�· estnul, alorsil existeun potentielde
forcesextérieureşº¹i» tel que ³ K�¼¾½�¿ ¸¿ ¶�K
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Pardéfinition,celle-ciestdoncdonńeesousformeparaḿetŕee�������>� B���������>�
et la trajectoireréelle correspond̀a une courbedont les pointssont reṕeŕes par le temps.Un déplacementvirtuel
infinitésimalrevient à changerla paraḿetrisation�À���&�u�$Á&Â	���&�{Ã B�À���&�u�!Á BÂ´���&�


L’un desprincipauxavantagesde la formulationLagrangienneestqu’elle permetde déterminerfacilementles
quantit́es qui sontconserv́eesau coursdu mouvement.Cesconstantesdu mouvementsont trèsutiles,puisqu’elles
permettentdecaract́eriserle mouvementsansavoir à intégrerleséquationsdifférentielles.


1.3 Exercice:


Pouruneparticulelibre, ona � � Bprs �,[� et � �-@Ä6
Leséquationsd’EulerLagrangecorrespondentdoncà �prsu�A@ . Pourl’oscillateurharmoniqueenunedimension,� �=prs¥�?� *,hÅ p �s �Å étantla constantederaideurdu ressort).Danscecason retrouve bien�pvsh� ( Å� pvsÆ6


1.4 Exercice:


Consid́erez le mouvementd’un point mat́eriel dansun champ
central.On supposeraquele mouvementestplan,de telle sorte
quele point estreṕeŕe par � 3 �/.%� .
Écrireleséquationsd’EulerLagrangeetretrouver la conservation
du momentcinétique.


FIG. 1.8- Mouvementplan dansun
champcentral
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1.1 Remarque:


Poursimplifier cettedémonstration,nousavonssuppośe quel’ énergie cinétique � n’étaitqu’une
fonctionquedu carŕe de la vitesse.Dansle casgéńeral, il faut tenir comptedesforcesd’inertie
d’entrâınement.En règlegéńerale,l’ énergie cinétiquepeutsedécomposercommeunesommede
trois termeseton a � � o � Bo �����?� �%Ç � �À4 � � � (1.19)


où � Ç � � 4 et � � sontrespectivementdesformeshomog̀enesde degré @Ä� * � ou , dansles vitesses
géńeraliśees. 3 �hÇ est l’ énergie cinétique d’entrâınementque l’on obtient en figeant les coor-
donńeesgéńeraliśeesq. � � est l’ énergie cinétique relative. Enfin �À4 regroupetous les autres
termes.


1.5 Exercice:


Consid́erezunemasse� entrâınée autourd’un axe de rotation
avecunevitesse


G
. Un ressortdelongueurinitiale © reliela masse


à l’axe.Montrerquel’on a� Ç � 4� G � �È���b� © � �� � � 4� � B� � (1.20)


W


FIG. 1.9- Rotor.


II.1 Casgénéral


Poursimplifier l’ écriture,prenonsun point reṕeŕe parsescoordonńeesphysiques������������>6 Noussavonsquenous
pouvonsdécriresonétatà l’aide descoordonńeesgéńeraliśeesprs�6 À chaquedéplacementvirtuel des prs sontassocíes
unevariation Z �� Z �{67676 telsque Z ��� w s f �f pvs Z p s (1.21)


Le principeded’Alembertrevient doncàw s Z prs � �QÉ ( � D � �D � � � f �f pvs � Z prs � �QÊ ( � D � �D � � � f �f prs � Z prs � �ÀË ( � D � �D � � � f �f prs �A@ (1.22)


On peutisolerdeuxtypesdetermesdanscetteéquation:lestermescorrespondantsauxtravauxvirtuelsZ prs¤�É f �f prs
3. On rappellequ’unefonctionhomog̀enededegré Ì esttelle que Í ÎÏ¹7Ð�Ñ�Ò/Ó�Ó�Ó�Ò Ð5Ôe»g¼ÖÕ�×[ÎÏ¹7ÐÏÑ�Ø>Õ�Ò/Ó�Ó�Ó�Ò Ð5ÔiØzÕ5»�Í
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et lestermesd’inertie �ÙD � �D � �
La démonstratiońetantrelativementlongue,nousallonssuccessivementdémontrerlesdeuxpropríet́essuivantes:


- PROPRIÉTÉ 1: � É f �f pvs �$� Ê f �f prs �$� Ë f �f prs � ( f �f pvs (1.23)


- PROPRIÉTÉ 2: � D � �D � � f �f p s � DD �CÚ ff Bp s � *, � B� � �ºÛ ( ff p s � *, � B� � � (1.24)


Cequi permettradedémontrerleséquationsd’Euler-Lagrangedansle casd’un syst̀emeconservatif où, pardéfinition,
le potentiel � ��676767��prsÜ�767676£� nedépendquedescoordonńeesgéńeraliśeeset nondesvitesses


Bprs (donc ÝtÞÝ ±¯ K �A@ ).
Supposonseneffet quecesdeuxpropríet́essoientvérifiées.Nousavonsalorsenutilisant1.24���� � ÝÝ	ß¯ K � ��(l��� ��� ���� � Ý_àÝ ±¯ K �


���ÙD � �D � � f �f prs � ff pvs � *, � B�{� � ��67676 (1.25)


où nousn’avonspasécrit lestermesanaloguesen � et � . On endéduitdoncenutilisant le principeded’Alembertet
la propríet́e 1.23 DD �âá ffäãprs � �+(l�)�iå�( f �f prs � ( f �f prs (1.26)


C’estcequ’il fallait démontrer. Il nenousresteplusqu’à démontrerlesdeuxpropríet́esinterḿediaires.


DÉMONSTRATION DE 1: choisissons� etvarionsprs F prsg� Z prsÜ6 Le pointmat́eriel setrouve doncdéplaće de<	� Z <���w s � �� f �f p s Z pvs �¾æ � � ��� f �f p s Z prs �èç � � �m� f �f p s Z prs �Öé (1.27)


et le travail desforcesextérieuresest|)6 Z <)� w s � � É f �f pvs �$� Ê f �f prs �$� Ë f �f pvs � Z p s (1.28)


Maisceciestprécisement́egalà la variationd’énergiepotentielle(avecle signe ( , carc’estuntravail fourni).Celle-ci
vaut- � s ÝtÞÝ ¯ K Z pvs eton endéduit le propríet́e * .


DÉMONSTRATION DE 2: Il estd’abordpréférablededéfinir lesvitessesvirtuelles.Imaginonsun point mat́eriel
dansun intervalle de temps � � 4 ��� � � . Il est alors possiblede définir une trajectoirevirtuelle ê%ë �=��� différentede la
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trajectoireréelle ê �¤���{6 Le déplacementvirtuel à l’instant � est alors défini comme Ztê ���&�ì� ê ë �=�&� (�ê �=�&� . 4 Une
conśequenceimmédiatedecettedéfinition estquel’opérateurdevariation Z commuteavec la dérivation temporelle���� . On aeneffet ���� � Zvê ��������� ���� � ê%ë ����� (Èê ���&���� Bê ë �=�&� ( Bê �¤����� BZtê ���&� (1.29)


Onpeutmaintenantdémontrer, . Comme�����]�=p 4 ��p � �7676767��pví¤���&� , sadérivéetotaleparrapportautempsseradonńee
par 5 D �D � ��w s f �f prs D prsD � � f �f � (1.30)


Nousavonsdonc ff Bprs]Ú D �D � Ûâ� f �f prs (1.31)


et l’astucerevient à écrire D � �D � � f �f prs � DD �âÚ D �D � f �f pvs Û ( D �D � DD � � f �f prs � (1.32)


soit d’apr̀es1.31�îDD � Ú D �D � ff Bprs Ú D �D � ÛÏÛ ( D �D � DD � � f �f prs � �îDD �Cï ffñðprs ï *, � D �D � � �Lò�ò ( D �D � DD � � f �f prs � (1.33)


et il neresteplusqu’à transformer DD � � f �f prs �A� w í f � �f pví f prs D pvíD � � f � �f prs f �
� ff prsNï w í f �f pví D pvíD � � f �f � ò (1.34)


Cequi permetde transformerle derniermembrede l’ équation1.33de telle manìerequela propríet́e estfinalement
démontŕee: ouf !


III Conservation de l’ énergie


Supposonspour simplifier que le termed’énergie cinétiquesoit une forme quadratiquehomog̀enedesvitesses
géńeraliśees.Dansle casgéńeral,on aeneffet � � *, w s�ó �¤prs¥� Bp �s (1.35)


4. Nousconviendronsquelestrajectoiresréelleset virtuellescöıncidentauxextrémit́esdel’intervalle detemps.On a doncauxextrémit́esµLôÄ¹öõ�Ñ¥»"¼÷µ>ôÄ¹öõ¤øÜ»g¼�ù .
5. pourl’ensembledesdéplacementsvirtuels ¶�K et ú¶�K sontindépendants.Donc, ûLüû&ý=þ estunefonctiondes¶ÜK etde õ , maispasde ú¶�K .
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C’est-̀a-dire � � � � 6 Ona donc � � *, w s Bprs f �f Bprs (1.36)


Il vient apr̀esdérivation , D �D � ��w s ð�ðpvs f �f ðprs �Ùw s Bprs DD �ÿÚ f �f Bp s Û (1.37)


D’autrepart,noussavonsque � � � �=prs�� Bprs¤�>6 � nedépendantpasexplicitementdu temps,il vientD �D � ��w s ð�ðprs f �fñðprs �+w s Bprs f �f prs (1.38)


D’où pardifférencede1.37et 1.38,et utilisantleséquationsdeLagrangeD �D � ��w s Bprs Ú DD � � f �f Bpvs � ( f �f prs Û (1.39)


� ( w s Bprs f �f Bprs � ( D �D � (1.40)


Il s’ensuit quel’ énergie totaleestconserv́ee D � � � � �D � �A@ (1.41)


IV Forcesnon-conservatives


Lessyst̀emesquenousavonsabord́esauparagraphepréćedentsontdessyst̀emesconservatifs. Pourlessyst̀emes
dissipatifs,il fautgéńeraliserleséquationsdumouvement.Uneforcededissipationestcaract́eriśeeparle fait qu’elle
estparall̀eleet desensoppośe auvecteurvitesse.De plus,elle estfonctiondesonmodule.Lors detout déplacement
virtuel, cesforcestravaillent maisleur travail vituel sur un cycle


��� Z p n’estpasnul. Il fautdoncétudiercecasde
façon particulìere.


On saitquecesforcespeuvents’écrire � � ( ; ���R��� � (1.42)


où
;


estunefonctiondela vitesse.On introduit alorsla fonctiondedissipation	 (ou fonctiondeRayleigh)définie
par 	 ��
�Ç ; ���u� D � (1.43)


detelle sorteque � s� (âf 	f Bprs (1.44)
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Géńeralement	 est une fonction homog̀enedesvitessesgéńeraliśees.Son ordre est fonction de la physiquedu
probl̀eme.Ona enfait pourcedegré d’homoǵeneit́e � : � � *�� pourun frottementsec;� �-, � pourunefrottementvisqueux;� � '�� pourla trâınéeaŕeodynamique(turbulence...).


On peutmontrerqueleséquationsd’Euler-LagrangedeviennentalorsDD � á ff ãpvs � �+($��� å ( ff pvs � ��(l��� � f 	f ãpvs �A@	��� �n*� Ù�� Ù0 (1.45)


Il estbienévidentquel’ énergie totalen’estpasconserv́ee.Il vientDD � � � � ��� � ( � 	 (1.46)


V Problèmes


V.1 Application du Principe ded’Alembert


Consid́erezle penduledoubledela figure.Le point d’attacheestfixe et
onsupposeraqu’il estsitué à l’origine. Le doublependulenepeutoscil-
ler quedansle planparall̀ele à l’axe �9� . Le point �Ù4 porteunemasse� 4 alorsquele point � � a unemasse� � . �Ù4 estsitué à la distance�¥4
de l’origine, maisla distance� 4 � � vaut � � . La force de gravité étant
dirigéesuivant l’axe �[� , on seproposede calculerla relationentreles
angles�a4 et � � en fonction de la tension � qu’il faut appliquer.On se
limite aucasd’un probl̀emestatique.


1. Quellessont les forcesqui déterminentla position du pendule?
Classifiezcesforces.Quellessont les coordonńeesgéńeraliśees
qui voussemblentle plusadapt́eesauprobl̀eme?


2. Sachantqu’il faut déterminer �a4 et � � en fonction de � ,
déterminezun jeu de déplacementsvirtuels qui permettentde
résoudreceprobl̀eme.Quellessontles forcesqui travaillent lors
detelsdéplacement? En déduirela commentvarient �y4 et � � 6


q 1


q 2


���
���


FIG. 1.10- Le penduledouble


V.2 Équationsd’Euler-Lagrange


1. Consid́erezle casd’un point mat́eriel demasse� astreintà sedéplacerdansun plan.On supposequecepoint
mat́erielestsoumisà l’influenced’un potentiel � � 3 � (forcecentrale).Quellessontlescoordonńeesgéńeraliśees
qui vous semblentle plus adapt́ees? Ecrire les équationsd’Euler Lagrangeet retrouver la conservation du
momentcinétique.


2. Consid́ereztrois massesreliéespar deuxressortsde constantede raideur Å et longueurau repos �iÇ . On sup-
poseraquecesmassesne peuvent bougerqueselonla direction �[� de telle sorteque leur coordonńee sont
respectivement� 4 ��� � � et � 8 . Quellessontleséquationsd’Euler-Lagrangedecesyst̀eme?


V.3 Disqueroulant sur un plan inclin é


Consid́erezle casd’un disqueroulantsurunplanincliné.Cedisqueaunmomentd’inertie � etsonrayonvaut M .
Onnote Â l’anglequefait le planavecl’horizontal.Onrep̀erele centredemassesuivant lescoordonńeesdela figure, . Quelleestl’ énergie cinétiquetotale? Quevaut le Lagrangien? Quelletypedecontrainteobtient-onentre � et � ?
Combiena-t-ondedegrésdeliberté? Quellessontleséquationsd’EulerLagrange?
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Chapitr e 2


Oscillations


Consid́erons un mobiledont la positionest reṕerée par unecoordonńee � . Il est soumisà une force dérivant
d’un potentiel � ���%� . Une positiond’équilibre, qu’elle soit stableou instable, correspondà un extremumde � ���%� .
Si l’ équilibre est stable, la force de rappel, (�� � , est de signeoppośee au déplacement:elle tend à ramenerle
mobilevers la positiond’équilibre. Si nousfaisonsabstractiondetoutedissipationd’énergie, le mouvementestune
oscillationcaract́eriséepar uneamplitudeet unepériodequi sontindépendantessi l’amplitudedesoscillationsest
faible.


Dansle casdespetitesoscillations,l’amplitudedumouvementestsuffisammentpetitepourquele puitsdepoten-
tiel � puissêetreapproximé par uneparabole. Le problèmeestalors rameńe à celuidel’oscillateur harmonique. La
premìeresectionposele problèmedansle cassimpled’un syst̀emeà unseuldegrédeliberté.Onmontre le phénom̀ene
d’isochronismedespetitesoscillationsautourd’unepositiond’équilibrestable. Cetteintroductionpermetd’envisager
lessyst̀emes̀a plusieurs degrésdeliberté.Onmontrequeceux-cipeuvent̂etredécritscommeuneensembled’oscilla-
teurs harmoniquesindépendants,posśedantchacunsafréquencepropre. La dynamiquepeutalors être décompośee
commela sommed’ oscillations 
 
 élémentaires � � , oumodepropre, dechacundecesoscillateurs.


Lesexemplesdespendulescoupĺesetdupendulecirculairepermettentd’illustrer cesnotionsdansla pratique, où
la décompositionspectrale d’un signalestintroduitecommeunoutil permettantl’analyseenmodespropres.Cen’est
quedansla dernìere partie, quenousironsau-del̀a del’approximationdespetitesoscillationspour le penduleplan.


I Petitesoscillationsà un degré de libert é


Pourfixer les idées,consid́eronsl’exempled’un mobile de masse� glissantle long du fil dont l’ équationest��� � ���h� . Il n’est soumisqu’à la seulepesenteur. Le potentieldû à la gravité estdonc �m� ! � � H � , où l’abcisse
curviligne H est la coordonńee géńeraliśee naturellepour de probl̀eme.Afin de simuler l’existenced’une position
d’équilibrestable,on supposeraquela fonction � a un minimumen HtÇ � @ . Aveccetteconventionpur le choix de
l’origine, on auradonc H � 
 ÉÉ#" D �%$ * � B� ���%� � (2.1)


Il estbien évidentque H � H Ç estunepositiond’équilibrestable,puisquela forcederappelestdesensoppośe aux
déplacements:autrementdit,


B� � H9Ç ���A@ et
�� � H9Ç �'&+@ . Au voisinagedela positiond’équilibre,nousapproximonsle


potentielparsondéveloppementdeTaylor tronqúe à l’ordre deuxdansle déplacementparrapportà H9Ç �A@
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� � H �)( � !, �� �=@y� H � �+*�, H 8.- (2.2)


L’ approximationharmoniquen’estjustifiéequesi l’amplitudedesmouvementsestsuffisammentpetitepourpouvoir
négligerlestermesd’ordresuṕerieurapparaissantdans(2.2).Cecipeutêtrele casdespetitesoscillationsautourd’une
positiond’équilibrestable, puisquele mouvementresteborńe.


Dans la pratique,il est souvent commodede supposerque la loi du /


021


3
mouvementpuissêtreécritecommeH ����� � Á&Â	����� (2.3a)BH ����� � Á BÂº����� (2.3b)


où Á'4 * fixe l’ échelledel’amplitude.Il sertdepetit param̀etrepermettant
de contr̂oler les approximationssuccessives en puissancede Á , alors que
la dépendancetemporelleestdonńeepar Â	����� . Pourdesoscillationsautour
d’unepositiond’équilibrestable,la loi du mouvementestévidemmentsi-
nusöıdale,et la fréquenceestdétermińeepar le Lagrangiende l’oscillateur
harmonique,obtenuendéveloppant̀a l’ordre 2 en Á . Le calculdel’ énergie
cinétiqueneposantpasdeprobl̀emes,le probl̀emeestrameńe à celui d’un
oscillateurharmoniqueeffectif § � H � BH � � *, � BH � ( *, � 5 � H � (2.4a)


avec 5 � 6 !� �� � H �-@y�87 Ñø (2.4b)


L’ équationd’Euler-Lagrangeestimmédiate �H � ( 5 � H (2.5)


et la solutiongéńeraleestbien H �����m� ó `&ced ��5?�&�Q�A.h� , où lesdeuxconstantesó et . sontdétermińeesen fonction
desconditionsinitiales.Le mobile effectuedoncdesoscillationsdont la périodeestfixéepar la seuleconcavité du
potentielaupointd’équilibrestable(cf. Eq.(2.4b)).Au niveaudel’approximationharmonique,l’amplitude,elle,peut
êtrearbitraire.C’estcequ’onappellel’isochronisme.Quesepasse-t-ilaufur et àmesurequel’amplitudecrôıt? Tout
estaffairedecasd’esp̀eces.La formeanalytiquedu potentielintervientdansle calculde la périodequi dépenddes
effetsnon-lińeaires.On verraparla suitequela périodecrôıt avecl’amplitudedesoscillations.


2.1 Exercice:


Écrire leséquationsd’Euler Lagrangeenfonctiondela coordonńee � . Montrerque,dansl’approximationdes
petitesoscillations,ceséquationssontéquivalentes̀acellesqui ont établiespourla coordonńeecurviligne H .


II À 9 degrésde libert é


II.1 Recherchede la position d’ équilibre


Pourl’ étudeducasgéńeral,nousconservonslemêmeétatd’esprit.Lesénergiescinétiqueetpotentiellesonttoutes
deuxfonctiondel’amplitudedumouvement,etnoussupposeronsquecelui-ci estsuffisammentpetit pourpouvoir se
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limiter à l’approximationquadratique.Afin d’allégerlesnotations,il serautile dedéfinir le vecteurunicolonnepour
lespositions


o �;:<<<= p 4���p :
>@???A (2.6)


Commed’habitude,la positiond’équilibre,qu’elle soit stableou instable,estdétermińeeensupposantquel’ énergie
potentielle� � o � estextrémale.Consid́erantle potentiel � � o � , commeunefonctiondesk coordonńeesgéńeraliśees,
le syst̀emeestà l’ équilibresi lesforcesdanschacunedesdirectionssontnulles.Soit,f �f p sCB ¯ K ®%¯EDK (2.7)


Parunchangementdevariableévident,onpourratoujourssupposerquelescoordonńeesdecettepositiond’équilibre
correspondent̀a l’origine (i.e. oGF ��H ).


FIG. 2.1- Lorsquela bille estplacéeau fonddela cuvette, la positiond’équilibre eststabledanstoutesles
directions.Par contre, lorsquela bille estplacéesur unesurfaceenformedeselledecheval, la positiond’équilibre


n’eststablequedansunedirection.


Cettepositiond’équilibreeststablesi l’ énergie potentiellecrôıt lorsqu’ons’écartede la positiond’équilibre,et elle
estdite instabledansle cascontraire.Autrementdit, la positiond’équilibreeststablesi� � o �2( *, w s � x�ª>s x prs=p xJI @ (2.8)


où les prs sontlesdéplacementspar rapportà la positiond’équilibre.Par définition du développementdeTaylor, les
coefficients ªLs x sontévaluésaupointd’équilibre K s x � f � �f pvs f p x ¬¬¬ ¯ K ® Ç¯�LL® Ç (2.9)


DÉFINITION La matrice � ªLs x � définit le Hessiendu potentiel � . Pr̀esdela positiond’équilibre,le mouvementest
détermińe parlesdirectionspropres,ou principales,decettematrice.
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2.2 Exercice:


Consid́erezle penduledoubledela Figure2.2.La gravité estdi-
rigéesuivant l’axe �[� . Lesdeuxressortsontunemêmeconstante
de raideur Å , et les masses� sont identiques.En l’absencede
gravité, les positionsdes deux massessont respectivementen� 4 � � Ç et � � � ,[� Ç . Déterminezla position d’équilibre des
deuxmasseslorsquela constantedegravité vaut ! .
Rép. � 4 ��� Ç �Ù,[� !NM Å � � � ' � !NM Å �Ù,[� Ç O


P
FIG. 2.2– Penduledouble


II.2 Équationsdu mouvement


Consid́eronsun syst̀eme dont les coordonńees � , � ou � dépendentdes k coordonńeesgéńeraliśees prs�� � �* �/,´6r6r6 k 6 Pourcalculerl’ énergie cinétique,on calculed’abordlesvitessescommeD �D � � w s f �f pvs D prsD � (2.10)


avecdeséquationssimilairespour � et � . L’ énergie cinétiqueadoncpourformegéńerale� � *, w sAó �¤p 4 ��p � �r6r6r6Q��p : � Bp �s (2.11)


2.1EXEMPLE:


Pourun mouvementplan, il estsouvent commodedereṕererun
mobile par sescoordonńeespolaires.Si QSR � 3GTUWV , la vitesse
est � � B3WTUXV � 3 B�WTUXY . L’ énergie cinétiqueestdonc� � *, � � B3 � � 3 � B� � � (2.12)


y


x


q


FIG. 2.3- Lescoordonńeespolaires.


Étudier le mouvement autour de la position d’équilibre stable ou instable, o � H , revient à un simple
développementd’ordre , dansl’amplitudedu mouvement..D’unepart,onapproximel’ énergie cinétiquecomme� � *, w s ó � o �ZH�� Bp �s � (2.13)
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D’autrepart,l’ énergie potentielleestelleaussiapproxiḿeeparsondéveloppement̀a l’ordre , commeen(2.8).


Du point de vuemath́ematique,l’approximationdespetitesoscillationsesttrèsutile. Elle ramèneles équations
d’Euler-Lagrangèaun syst̀emelinéaired’équationsdifférentiellesdudeuxìemeordreó �prsh� ( wx ® 4�� ð�ð�ð : ªLs


x p x (2.14)


La proćeduremath́ematiquequi permetdedéterminerlesloisdumouvementseradécriteplusloin. Onpeutnéanmoins
préssentirquela loi dumouvementdépendducaract̀erestableouinstabledela positiond’équilibre.Pouruneposition
d’équilibre stable,la solution seraune fonction oscillante,alorsqu’au voisinaged’une position instable,elle sera
exponentiellementcroissante.Dansce derniercas,l’approximationharmoniquen’est valablequ’aux tempscourts,
justeapr̀esquele mobileait quitté la positiond’équilibre.


2.3 Exercice:


Calculezla matrice ó pouruneparticulelibre. On ferale calculencoordonńeespolaires.


III Modespropres


Dansl’approximationdespetitesoscillations,l’ énergie potentiellepeutêtremisesousla forme� � *, �\[ o � o �?� *, ws � x ® 4�� : ª>s x prs=p x (2.15)


Supposonsquel’on puissetrouver desnouvellescoordonńees
� s �=p 4 �7676767��prqg�� �^] o (2.16)


définiesparunematricedepassageO , tellesquel’ énergie cinétiqueet potentiellesoienttoutesdeuxdiagonalesdans
cettenouvelle base � � *, w s B� �s (2.17a)� � *, w s 5 �s � �s (2.17b)


Les k nouvelles coordonńeesrepŕesententen fait desoscillateursharmoniquesindépendants,dont les équations
d’Euler-Lagrangeprennentla formetrèssimple �� s � ( 5 �s � s (2.18)


et,pourun mouvementautourd’unepositiond’équilibrestable,on a 5 �s &�@ . En raisondela linnéarit́e deséquation
d’Euler-Lagrange,le mouvementgéńeral sedécomposecommeunecombinaisonlinéairedesmouvementsdes k
oscillateurs � s������ � ó s Ht�¥0 ��5Qs �h�Ù."s¥� (2.19a)o � ] � (2.19b)
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DÉFINITION. Les coordonńees
� s de chacundesoscillateursharmoniquesdéfinissentles modespropres.En


règlegéńerale,ce sontdesmodesd’oscillation collectifs à uneseulefréquence. Par définition, les modespropres
peuventêtreexcitésindépendammentlesunsdesautres.


2.1 Remarque:


Autour d’unepositiond’équilibreinstable,l’une de fréquence5 �s estimaginairepure.La loi du
mouvements’obtienten remplaçant la fonction sinuspar le sinushyperboliquèLced`_ dansl’Eq.
(2.19a).L’approximationdespetitsmouvementscessedoncd’êtrevalableau boutdu tempsca-
ract́eristique * Mba ( 5Qs .


Si lescoordonńeesgéńeraliśees
� s permettentunanalysespectralesimple,puisqu’il n’y aqu’uneseulefréquence


pourun modepropre,il nousrestequandmêmeà trouver la loi géńeraledu mouvementpour lescoordonńeesphy-
siquesprs . Les équationsde Lagrangepeuvent alorsserésoudrede la manìeresuivante.On chercheles oscillations
propressousla forme o �Zc s@d � � (2.20)


enlesreportantdansleséquationsdeLagrange D �D � � ó o �Z[ o (2.21)


On obtientdoncle syst̀emed’équationsauxvaleurspropres�\[ ( 5 � ó � � �A@Ä6 (2.22)


Cequi permetdecalculerlespulsationspropres̀apartir del’ équationcaract́eristique


det , [ ( 5 � ó - �-@Ä6 (2.23)


À chaquevaleurpropre 5 �e estassocíe un modepropre
��f


et si 5 ehg� @ ,1 la solutiongéńerales’écrit enprenantla
partieréelle.


o ���&�?� M c qw s ® 4 O e c s@dbi � ��f (2.24)


où les constantesO e sont détermińees à partir des conditions initiales. En règle géńerale, il y a donc su-
perposition de plusieurs modes propres et le mouvement se décomposeen plusieurs fréquences.On verra
par la suite comment une analyse spectraledu signal prs������ permet de remonter aux fréquencespropres.


2.4 Exercice:


Calculezlesfréquencespropresdu penduledoubledela figure2.2
Rép. 5 �4�� � � 'kj a l, Å�


1. Le casoù unefréquencepropreestnulleseraconsid́eŕe plusloin.
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2.5 Exercice:


On consid̀ereunemasseponctuelle� reliée à un anneaucircu-
laire parquatreressortsderigidité Å 4 (suivant �[� ) et Å � (suivant�[� ) (Figure2.4).L’ élongationestsuppośeenulle lorsquela masse
estau centrede l’anneau.Calculezles pulsationspropresde ce
syst̀eme.
Rép. � � Å 4 � � � Å � � � et 5 4 �nm , Å 4 M9� 5 � ��m , Å � M9�


FIG. 2.4– Syst̀emeplan.


2.2 Remarque:


Du point devueformel, il esta priori possiblequel’ équationcaract́eristiquedonnantlesvaleurs
propresaiedeuxracinesdéǵeńeŕees5 4 �o5 � . Il peutalorsseprésenterdeuxcas:
1p soit la solutionestdela forme� 4 ����� � � © 4 � © � �&� `&ced ��5 4 �u�!. 4 �h� © 8 `&ced ��5 8 �u�!. 8 �u��6r6r6 (2.25a)� � ����� � �¤ª 4 �!ª � ��� `&cid ��5 4 �h�Ù. 4 �u�Ùª 8h`Lced ��5 8 �u�$. 8 ���6r6r6 (2.25b)6r6r6
2p oubienlesdirectionsdonnantlesvecteurspropressontindétermińees,puisquel’espaceassocíe
estdedimension, .
La naturemêmeduprobl̀emeemp̂echequela premìeresolutionneseprésente.Eneffet, le syst̀eme
étanthamiltonien,l’ énergie estconserv́eeet le mouvementestnécessairementborńe, contraire-
mentà2.25a.Le penduleconiqueordinaireillustredefaçontrèssimplececasdefigure.Toutplan
vertical passantpar le point de suspensiondétermineen effet un plan de vibration propre(si la
vitessetangentielleinitiale estnulle).


IV Influence desliaisons


Consid́eronsunesyst̀emeàN degrésdeliberté.Poursimplifier, noussupposeronsquelesN fréquencespropresne
sontpasdéǵeńeŕees.Ordonnonslessuivant lesvaleurscroissantes5 4�q 5 � q}�r�r�Wq 5 : . Unequestionintéressante
estdecaract́eriserla nouvelle suitedesfréquencespropreslorsqu’onintroduit uneliaisondansle syst̀eme.


rts
uwv


w
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/2


w 2
- 1 /2


w
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FIG. 2.5–


En raisonde la liaison, le syst̀emen’a plus que k ( * degrésde liberté. On montrequeles k ( * nouvelles
pulsationspropres5yxs s’intercalententreles k pulsationspropresdu syst̀emesansliaison5 4zq 5 x 4 q 5 � q-�r�r�wq 5 :k{h4zq 5 x:k{h4 q 5 : (2.26)


Poursimplifier, consid́eronsle cask �-, . Dansle plan p 4 ��p � , leséquipotentiellesdel’ énergie potentielledusyst̀eme
sansliaison � � *, 5 � 4 p �4 �|5 �� p �� (2.27)


sontdonńeespardesellipsesdedemi-axes
a , � M}5 4�� � . Un fois impośeela liaison,le syst̀emen’a plusqu’unseuldegré


delibertédonńeparunecombinaisonlinéairedesanciennescoordonńeesnormalesp x �-ÂQp 4 ��~p � . L’ équipotentielle
déǵeǹereenun pointsitué à la distance


a , � M}5 x del’origine. Utilisant la constructiongraphique,on a*5 4 q *5 x q *5 � (2.28)


2.6 Exercice:


Consid́erez le pendule double de la figure ci-dessous.Deux
masses� 4 et � � sontli éespardesbarressansmasseet de lon-
gueur� . Calculerlesfréquencespropres5 4�� � decesyst̀eme.Mon-
trer qu’on retrouve la fréquencedu pendulesimple 5 x ��m !�M�, �
dansla limite où � 4�F @ . Montrerque5 4zq 5yx q 5 � (onpourra
fairele développmentlimit é dansla limite � 4 F @ ).
Rép.� (�� � *, � � � �m� B� 4 � B� � � � � *, � 4 � � B� � 4 ( � 4 ! �, � � 4 ( � � ! �, , � �4 � � �� -5 � 4�� � � ! � � �� 4 Ú � * � � 4� � � j�� * � � 4� � Û


q 1


q 2


���
���


FIG. 2.6– Penduledoubleoscillant


V Battements


Consid́eronsles pendulescoupĺesde la Figure2.7, où deuxmasses� sont reliéespar un ressortde raideur Å .
Définissonslesangles�y4 et � � desdeuxpendulesavec l’axe ��� . On supposeceux-ciidentiques,de longueur� et de
masse� . Lesdeuxpendulesnepouvant oscillerquedansle plan de la figure, les deuxangles� 4 et � � donnentles
coordonńeesgéńeraliśeesadapt́eesà ce syst̀eme.On supposeenfin quel’ élongationdu ressortestnulle lorsqueles
deuxpendulessontaurepos.
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q1 q2
�


FIG. 2.7– Lesdeuxpendulessontli éspar un ressort,tel quel’ élongationestnulle lorsquelesdeuxpendulessontau
repos.�a4 � � � �A@


Si l’ écartangulairerelatif B �y4�(�� � B estpetit, l’ énergie potentielleemmagasińeeparle ressortestdonńeepar� � �a4 � � � �?� *,hÅ � � � �a4?(�� � � � (2.29)


L’ énergie potentielletotale est obtenueen sommantla contribution élastique(2.29) et les contributions duesà la
gravité.On établitainsiquel’ énergie potentielletotaleest� � �y4 � � � � � *, Å � � � �a4�(È� � � � ( � ! � � \_^a`"�y4 � \_^a`"� � � (2.30a)( *,hÅ � � � �a4�(È� � � � ( *, , � �4 � � �� - (2.30b)


où lesconstantesont ét́e absorb́eesdansla définition del’ énergie potentielle.Lorsquelespendulesoscillent,chacun
deuxacquiertunevitesse��� s TUXY , cequi permetd’écrirele lagrangiendu syst̀emecomme� � *, � ! � � , � �4 � � �� - (�� � �a4 � � � � (2.31)


Le ressortcouplantlesdeuxpendules,lesdeuxcoordonńees�y4 et � � nesontpaslescoordonńeesnormales.On peut
le vérifier enécrivant leséquationsd’Euler-Lagrangepourchacunedescoordonńees.Pourseramenerauxnotations
préćedentes,́ecrivonslessousformematricielle� ��a4�� � �A� � (�� í ( e� e�e� ( � í ( e� � � �a4� � � (2.32)


Le ressortpermettantle transfertd’énergie d’un penduleà l’autre, il estnormalqueles termeshorsdiagonaleÅ M9�
viennentcouplerlesdeuxvariablesangulairesdansleséquationsdu mouvement.


V.1 Recherchedesfr équencespropres


Les consid́eratonsde symétriespermettentde préssentirl’effet dû au ressort.Supposonsqueles deuxpendules
oscillentenphaseetaveclamêmeamplitude:l’ écartangulaire�y4v(n� � estnul,etle ressortn’estpassollicitéaucoursdu
mouvement.Parcontre,si lesdeuxpendulesoscillentenoppositiondephase,maisavecla mêmeamplitude,l’ énergie
potentielleemmagasińeeestmaximale.Un mouvementgéńeral peutdoncêtredécompośe commela superposition
d’un modesymétriqueetd’un modeantisyḿetrique.
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FIG. 2.8– Lesdeuxmodesd’oscillationdu doublependule. Le modesyḿetrique, casS,correspond̀a uneoscillation
enphase. LecasA correspond̀a uneoscillationenoppositiondephase.


L’analyseenmodesproprescorroborecetteintuition sur l’effet de la sollicitationdu ressort.Cherchonseneffet
unsolutionsousla forme � �a4 ���&�� � ���&� �-�Zc s@d � � � Ç 4� Ç� � (2.33)


Reportantdansl’Eq. (2.32),leséquationsd’Euler-Lagrangereviennentà chercherlesvecteurspropresd’unematrice� (�� í ( e� �|5 � e�e� (�� í ( e� �|5 � � � � Ç4� Ç� ���A@ (2.34)


cequi permetdetrouver lesdeuxfréquencesproprescommelesracinesdu polynômecaract́eristique� 5 � ( ! � ( Å� � � � � Å� � � (2.35)


Lesdeuxsolutionssontfacilesàdéterminer 5 �4 � ! � (2.36a)5 �� � ! � �!, Å� (2.36b)


La premìere fréquencene fait pasapparâıtre la constantede raideurdu ressort:celui-ci n’est doncpassollicité au
coursdu mouvement.On peutfacilementvérifier quele vecteurpropre , � Ç4 � � Ç� - � � * � * � estassocíe à la pulsation5 � 4 :
il s’agit biendu casoù lesdeuxpendulesoscillentenphase.


Parailleurs,l’autrefréquencefait intervenir la constantederaideurÅ . Le vecteurpropreassocíeest � * � ( * � . Dans
cecas,lesdeuxpendulesoscillentenoppositiondephaseet la sollicitationdu ressortestextrémale.Le mouvement
géńeralsedécomposedonccommela sommededeuxmodessymétriquesetantisyḿetriques� �a4 ���&�� � ���&� � � ó 4 c s�d Ñ � � � *� * � � ó � c s@d ø � � � *( * � (2.37)


V.2 Transfert d’ énergie


Un questionintéressanteconsistèaétudierle transfertpériodiqued’énergied’un pendulèa l’autre.Supposonsque
lespendulessoientaureposà l’instant initial etquel’un deuxsoitaniméd’unevitesseinitiale


B�a4 ��� ��@y� �o��M � . Avec
cechoix desconditionsinitiales,l’ équationdu mouvementdesdeuxpenduless’écrit�y4 ����� � �, � � *5 4 `&cid 5 4 �h� *5 � `&ced 5 � �Ü� (2.38a)� � ����� � �, � � *5 4 `&cid 5 4 � ( *5 � `&ced 5 � � � (2.38b)
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Dansla limite où lespendulessontfaiblementcoupĺes,la pulsation5 � peutêtreapproxiḿeecomme5 � �o5 4 � * � Å �� ! � (2.39)


On pourratoujoursnégliger le terme
e í� � au dénominateurdes lois du mouvement.Par contre,commece terme


intervientmulitipli é par � danslesfonctionssinus,il estnécessaired’en tenircompte,puisquechaqueerreursetrouve
amplifiéeaucoursdutemps.À l’ordre le plusbas,leslois dumouvementsontdoncalorsconsid́erablementsimplifiées�a4 ���&�?� �,�5 4 � `&ced 5 4 �u� `&ced 5 � ����� �5 4 \_^a` 5 � ( 5 4, � `&cid 5 � ��5 4, � (2.40a)� � ���&�?� �,�5 4 � `&ced 5 4 � (È`&ced 5 � ����� �5 4 `&ced 5 4�( 5 �, � \_^a` 5 � ��5 4, � (2.40b)


On constatedoncquele pendule1 s’arr̀etepresqued’osciller auboutdu temps� � �5 � ( 5 4
alorsquele pendule2 aurauneamplituded’oscillationmaximaledansunvoisinagede � . Parcontre,auboutdutemps, � , le pendule2 serapresqueau repos,alorsquele pendule1 oscillera.Ce phénom̀ene,où l’ énergie esttransf́eŕee
périodiquementd’un penduleàun autre,estappeĺe battement.


� � � � �� � �
�#�


� � � � � �� � �
� �


 
FIG. 2.9– Battements


VI Modesmous


Étudionsle casoù unevaleurpropreestnulle.Danscecas,le mouvementcorrespond̀auneconstantedansla direction
de la coordonńee normaleà cettevaleur propre.C’est le casde figure que l’on rencontrelorsquele syst̀emeest
invariantsoustranslation.Consid́erons , masses� attach́eespar un ressortde raideur Å . Supposonsquecesdeux
massessoientastreintes̀asedéplacersuivant l’axe des�6 Le Lagrangiens’exprimedonccomme§ � *, � , B� � 4 � B� �� - � *, Å �=� � ( � 4 � � (2.41)


La coordonńeenormalequi correspondaumouvementducentredemasse� 4 � *, �=� 4 �l� � � (2.42)


a unevaleurproprenulle. Elle correspondenfait à unetranslationglobaledu syst̀emesuivant l’axe des � , et elle ne
coûteaucunéenergie.


Dansle casgéńerald’un syst̀emeinvariantsoustranslation,il y a trois modes
 
 mous � � correspondantsauxtrois
directionsdel’espace.Si le syst̀emeestaussiinvariantsousrotation,il faudraaussitenircomptedetroisautresmodes
mouscorrespondantsauxtrois rotationspossibles.
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VII Application: le penduleconique


On consid̀ereunemasse� attach́eeauboutd’un fil delongueur� . La positionde la masseestreṕeŕeeparsescoor-
donńeesdansle plan �Q��� . Cependulen’estsoumisqu’à la seulepesenteur. Deuxtypesd’oscillationssontpossibles.
L’une revient à faire osciller le penduledansun plan où les coordonńeesde la massedessinentunedroite � � © � .
L’autrerevient l’angleazimuthal� constantdetellesortequela cordes’appuiesurunecone,la trajectoiredela masse
étantmaintenantcirculaire.Cesdeuxmouvementspossiblessontdeuxmodespropres.Un mouvementgéńeralestune
compositiondecesdeuxmouvementśelémentairesdetellesortequequela massedécrit unespirale.


Du point de vue expérimental,on ne connâıt jamais les conditionsinitiales. Mais la décompositionen mode
proprepeuttout demêmesefaireencalculantla densit́e spectraled’unesignal.Dansl’exempledu penduleconique,
supposonsquenouspuissionsmesurerl’abscisse�À��� e � pourtouslestemps� e � Å � Ç � Å �A@Ä�767676 k . La densit́e spectraleB�¡; ��5´� B � estdéfiniepar( � � � ( * ) ¡; ��5´��� ¢ c¤£:'¥�¦ :w Ç^§©¨«ª ��, � � Å � Ç 5´���À� Å � Ç � (2.43)


etelle feraapparâıtre 2 picspourlespulsationscorrespondantesauxpulsationspropres.


VIII Le pendulesimple


Reconsid́erons le probl̀eme du pendulesimple. Dans la


¬ ®
¯° ±
²


³ ´ µ
¶¶�·


¸�¹
FIG. 2.10– Rapport� M � Ç dela périodedu pendule
plan sur la périodedespetitesoscilations.L’ampli-
tudedesoscillationsest �9Ç


limite despetits mouvements,la périodedesoscillationsest
indépendantede leur amplitude.Qu’arrive-t-il lorsquel’am-
plitude de cesoscillationsest plus importante? Nous allons
montrerquela premìerecorrectiondecettepériodeestenfait
unefonctionquadratiquedansl’amplitudedu mouvement.


Pourle pendulesimplel’ énergie totaleestconserv́ee.Au-
trementdit,� � � � *, � � � ð� � �m� ! � � *�(È\_^a` � � ��� (2.44)


estuneconstantedu mouvementindépendantedu temps� .
Supposonsquele syst̀emeoscille.Au momentoù il atteind


sonamplitudemaximale,soit ��º , savitessechangede signe,
doncelles’annulle.Comme� � � estuneconstantedu mouvement,on a*, � � � ð� � ��� ! � � *	(È\_^a` � � �Ü�?��� ! � � *º(È\_^a` � � º �&� (2.45)


Cequi permetd’exprimerla vitesseangulairecomme


ð� � j � ,�!� � Ñø � \_^a` � � � (È\_^a` � �»º ��� Ñø (2.46)


où le signe j correspondauxdeuxdemi-ṕeriodes.On entire immédiatement


D ��� j D �ð� � j Ú �,�!)� \_^a` � � � (È\_^a` � ��º �&� Û Ñø (2.47)
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Sur 4¼ depériode,l’amplitudedu pendulevarieentre @ et �»º 6 On peutdoncexprimer la périodedesoscillationspour
desamplitudesquelconquescomme � � Y �,�! 
 Y8½Ç D �� \_^a` � � � (È\_^a` � �»º �L� Ñø (2.48)


Cetteintégralen’est passimple.On ne peut pasl’exprimer en termesdesfonctionsusuellestellesque `&ced ���%� ou\_^a` ���%� . Il s’agit en fait d’une intégraleelliptique dont la théorieremonteà Abel et Jacobi.Pourseramenerau cas
canonique,effectuonsle changementdevariable`&ced � � , � � `Lced � �»º, � `&ced �¤.h� (2.49)


Cequi permetd’exprimerla périodecomme2� � Y �! 
¿¾ øÇ D �, *º(È`&cid � , Y8½� - `&ced � �¤.h� - Ñø (2.51)


La périodedépenddel’amplitude ��º desoscillations,et cen’estuniquementquedansla limite où �»ºÀqÀq}* que
l’int égrandestconstant.On retrouve alorsle résulatbienconnudel’isochronismedesoscillationsdu pendulesimple
(i.e. la périodenedépendpasdel’amplitude)


� Y8½ ¥)Ç �-, � �! (2.52)


Parcontre,dèsquel’amplitudecrôıt, la variationdel’int égrandnepeutplusêtrenégligé.


Faisonseneffet �»º � � . Pr̀esde .Á(ÃÂ � , l’int égrandsecomportecomme*¬¬ . ( Â � ¬¬ (2.53)


Il s’ensuit quela périodedivergeversl’infini. C’est le caslimite où le pendulea unevitesseinitiale justesuffisante
pour atteindrela positiond’équilibre instableet y rester! Plus l’amplitude desoscillationscrôıt, plus leur période
devient importante.Dansle caslimite où lesoscillationssontpetites,on trouve eneffet que� �A, � �! � * � � �º*#Ä � (2.54)


cequi montrequel’isochronismedesoscillationsn’estvalablequepourdespetitesamplitudes.


IX Problèmes


1. Consid́erezuncercleverticalderayon 3 tournantà vitesseangulaire5 autourd’un axe verticalpassantparson
centre.Soit T l’angle quefait le cercleavec le plan �{��� . Lesconditionsinitialessonttellesque T �Å5?� . Une
perlede masse� peutglisserle long du cercleet on désignerapar � la coordonńee angulairequi rep̀ere la
positiondela perle.Cetangleestmesuŕe parrapportà l’axe ���R6
Le but deceprobl̀emeestd’étudierle mouvementdela perleenfonctiondela vitesseangulaire5�6


(a) Donnerl’expressiondel’ énergie cinétiqueetdel’ énergie potentielle.En déduirele Lagrangien


§
.


2. Cetteintégraleestunefonctionelliptiquedepremìereesp̀ece.Elle estdéfinieparÆ ¹ÈÇÄÒ É9»"¼ÁÊ�Ë" Ì ÐÍ Î ½ÏÉ øEÐEÑ Ì ø ¹7Ð5» (2.50)
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(b) Montrerquele mouvementdela perlepeutêtrerameńe à celui d’uneparticuleplonǵeedansun potentiel


effectif � �=pa� . Pourrépondrèa cettequestionon écrira


§ � 4� � ðp � � � �=pa� .
Reponse: � � ó \_^a` �=pa� ( [ `&cid � �¥p5� où ó �A� ! 3 et [ � � � 5 � 3 � .


(c) Quellessontlespositionsd’équilibre? Quesepasse-illorsquela vitesseangulaire5 variede @ à l’infini ?
(Vouspourrezvousaiderdesrésultatsde la questionsuivante).Tracerla variationde l’angle d’équilibre
enfonctiondela vitesseangulaire.


2. Étudedesvibrationsd’unemoléculetriatomique
Consid́eronsunemoléculeconstitúeedetroisatomes.On supposerapoursimplifierquecesatomesnepeuvent
sedéplacerquesuivant l’axe � . Leur coordonńeessontnot́ees� 4 ��� � ��� 8 . L’ énergie potentielleestdonńeepar� � Å , ��� � ( � 4 ( ªr� � � Å , �=� 8 ( � � ( ªr� �
où ª estuneconstante.


(a) Calculerl’ énergie potentiellepourdespetitsdéplacementsparrapportà la positiond’équilibre.
(b) On supposemaintenantquelesmassesdesatomes* et ' sont � , maisquela massedel’atomesucentre


est � . Montrerquela recherchedespulsationspropresdu syst̀emeconduità l’ équationssuivante5 � , Å ( 5 � � - , Å � � �!,[� � ( 5 � � � - �A@
(c) Quelestmouvementqui correspond̀a la valeurpropre@ ?
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Chapitr e 3


Leschâınesdemasses


Nousnousintéressonsici au problèmedespetitesoscillationslorsquele nombre de degrésde liberté tendvers
l’infini. Leschâınesdemaselottes,toutesreliéespar desressorts,constituentdesrepŕesentationstrèsidéaliśeesdes
solidescristallins, maisellespermettentdedonnerunedescriptionréalistede la propagation d’uneondeélastique
dansles milieux homogènes.Bien sûr, cettedescriptionn’est valablequedansla limite où la longueurd’ondedes
déformationsestgrandedevantlesdistancesinteratomiques.


En effet, pour quecelle-cipuissesepropager, il faut quesafréquenceet salongueurd’ondesoientli éespar une
relationdedispersion.Onmontre, enparticulier, commentla recherchedesmodesproprespourunsyst̀ememécanique
revient à établir cetterelation.Notre analyseestpousśeedansla limite du 
 
 continuum � � qui revient à consid́erer
la châınedemassescommeun fil élastiquededensit́e constante. Danscecaslimite, la vitessedesdéformationsde
grandelongueurd’ondeestuneconstantequi dépenddespropriét́esélastiquesdu milieu. Enfin,la dernìere section
reprendcetteanalysedansle casd’unechâınedependulescoupĺespar la torsion.Notreanalysepermettra d’étudier
leseffetsremarquablesli ésà la propagationd’ondesnon-lińeairesqu’onappellelessolitons.


I Position du problème


Consid́eronsk particulesdemasse� reliéespardesressortsderigidité Å .
Soit © la distancèa l’ équilibreentreles masselottes.On note Ò x


i=1 i=N
i=N+1i=0


FIG. 3.1– Châınedemasses.


le déplacementdela ÓÕÔF � F masseparrapportà sapositiond’équilibre
définiepar � x � Óy© .


Pourfaciliter les notations,introduisonsdeuxcoordonńeespour
desmasselottesfictivesattach́eesaux deuxmurs en Ó � @ et Ó �k � * . Soit � ��� x ( � x×Ö 4 � l’ énergie potentielleemmagasińeepar le
ressortattachantlesmasselottesdenuméro Ó et Ó � * .


Supposantles déplacementspetits par rapport à la position
d’équilibre, l’ énergie potentielle totale de la châıne peut être ap-
proximéeparsondéveloppementdeTaylor tronqúe à l’ordre 2 dans
lesdéplacementsÒ xw9x � ��� x ( � xØÖ 4 ��� k � � © �� *, w[x ï Ò �x f � �f � �x (�Ò x Ò x {h4 f � �f � x f � x {h4 (ÙÒ x Ò xØÖ 4 f � �f � x f � x×Ö 4 ò (3.1)


La contributiondestermesd’ordre1 danslesdéplacementsestnulle,puisquele développementesteffectúeautour
d’une positiond’équilibrepour laquellel’ énergie potentielleestnécessairementstationnaire.Dansl’approximation
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harmonique,le potentiel � estdû à un ressortdeconstantederaideur Å . Parconśequent,touteslesdérivéessecondes
sontégales̀a , Å . Les termesconsantsn’intervenantpasdansles équationsdu mouvement,l’expressionpréćedente
peutêtreréécritesousuneformequi nefait intervenir quelesdéplacementsrelatifsdesmasselottes*, Å :wx ® Ç � Ò x (ÙÒ x×Ö 4 � � (3.2)


Enfin,pourcalculerle Lagrangiendu syst̀eme,il suffit d’y ajouterla contribution dueà l’ énergie cinétique§ � Ò x � BÒ x � � *, � :wx ® Ç BÒ �x ( *,uÅ :wx ® 4 � Ò x (hÒ x×Ö 4 � � (3.3)


Pardéfinition,lesconditionsauxlimitescorrespondent̀aunechâıneouverte,où lesmasses
 
 imaginaires� � denuméro@ et k � * sontfixes Òy: Ö 4 � ÒaÇ �A@ (3.4)


Le syst̀emeposśedant k degrésde liberté, il y a k équationsd’Euler-Lagrangepour chacunedescoordonńees Ò x .
Chaquemasselottéetantcoupĺee à sesdeuxplus prochesvoisines,l’ équationpour la variable Ó fait intervenir les
déplacementsdesmasselottesdenuméro Ó (+* et Ó � * . On adonc�Ò x � Å � Ò x (�Ò xØÖ 4 �h� Å � Ò x (ÙÒ x {h4 �?�-@ Ó � * �r6r6r6[� k � (3.5)


qui peutêtresimplifiéecomme �A�Ò x � Å �¤, Ò x (ÙÒ x×Ö 4 (ÙÒ x {h4 � �A@	� Ó � * �r6r6r6Q� k (3.6)


Commeau chapitrepréćedent,l’approximationharmoniquepour le potentiel � mènenaturellement̀a un ensemble
d’oscillateursharmoniquescoupĺes.Dansce cas,l’ étudedesmodesproprespermetde connâıtre les conditionsde
propagationd’uneondeélastiquele longdela châıne.


II Cacul despetitesoscillations


Suivonsla proćeduregéńeralederecherchedesfréquencespropres.D’aprèsle chapitrepréćedent,on sépareles
variablesd’espace,qui dépendentdu numéro du site Ó , du temps � . On supposealorsqueles déplacementsvarient
tousavecla mêmefréquence.On prendradoncla partieréelledudéplacementÒ x �oÚ x c s�d � �ÛÚ xÀÜ O (3.7)


où Ú x estunnombrecomplexedépendantdela masselotteÓ La pulsation5 satisfait àunerelationpourquecetteonde
puissesepropager. Utilisant la notation Ý �-, ( � 5 �Å (3.8)


l’ équation(3.6)conduità unsyst̀emed’équationslinéairespourlesamplitudesÚ xÝ Ú x ( ��Ú x {h4 �Ú xØÖ 4 ���A@ (3.9)
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avec Ú : Ö 4 �ÞÚ Ç �ñ@Ä6 Ce syst̀emea uneinfinité de solutions(manifestement,il poss̀edela solutionidentiquement
nulle!) si sondéterminantestnul. D’où la conditionquedoit satisfaire


Ý
(c’est-̀a-dire 5 )


	N: � ¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬


Ý (è* @ @ 6( * Ý ( * @ 6@ (è* Ý ( * 6@ @ ( * Ý ( *6 66 6( * Ý (è*( * Ý ¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬¬
�A@ (3.10)


C’estun probl̀emeclassiquerencontŕe enalgèbre.Posant
Ý ��, \_^a` �¤.h� (3.11)


On montrefacilementparrécurrenceque 1 	N: � `&ced ��� k � * �R.h�`&ced . �-@ (3.12)


Cequi donnefinalementlesfréquencesproprescomme5 �q � Å� ��, ( Ý q �?� Y Å� `&cid � Ú 0 �,º� k � * � Û � 0 � * �/,Ï� �y�5� � k (3.13)


Le calculpeutêtrepousśe plusloin pourtrouver lesvecteurspropres,c’est-̀a-direles Ú x . Il estmalgŕe toutplussimple
d’utiliser la symḿetried’invariancesoustranslation,cequi permetdechercherlesvecteursproprescommedesondes
planes.


III Relation de dispersion


Nousallonsmonterquenouspouvonstrouver la solutionsousla formed’uneondeplaneÒ x � ó c s �ö¯ É L { d � � ��[ßc s � { ¯ É L { d � � (3.14)


qui estla sommed’uneonderéfléchieet transmisesepropageanttouteslesdeuxavecla vitesse5'M[pÏ6 Onpeutmotiver
cetAnsatzenremarquantquele syst̀emeestinvariantsoustranslation.Danscecas,la transforḿeedeFourierdonne
lesmodespropreset les p sontlesvecteursd’ondeassocíeesauxondessepropageanr̀a unevitesse5'M[p . Reportant
dansleséquationsd’Euler-Lagrange3.6,on obtient( � 5 � c s ¯ É L � Å ,¥,àc s ¯ É L ( c s ¯ É L�á Ñ ( c s ¯ É LÛâ Ñ - �A@ (3.15)


soit,enserappelantque � x � Óy© 5 � � , Å� � *	(È\_^a` �¤p © ��� (3.16)


Cetteéquationdonnela relationentre5 et p pourquel’onde puissesepropager. C’estla relationdedispersion.Pour
pouvoir poursuivre, il fautexprimerle vecteurd’onde p detellesortequel’on puisseretrouver l’ équation3.13.Il faut
alorstrouver la conditiondequantificationdesvecteursd’onde p , conditiondonńeeparlesconditionsauxlimites.


1. Ona ã Ñ%¼åäNæEçØèÄ¹éÇy»ã ø¼ ê`æEçØè ø ¹ÈÇy»Ä½ Î et ë@ì íïî Ëë@ì í Ë ¼ ëðì í ø Ë«ñ¤ò ë Ë á ñ¤ò ë ø Ë ëðì í Ëëðì í Ë¼ êóæEç×è ø Ç#½ Î Ça marche!
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IV Quantification desnombresd’onde


Reconsid́eronsdesconditionsaux frontièresouvertes.Pour Ó � @ et pour Ó � k � * , le déplacementpar
rapportà la positiond’équilibreestnul. Cesdeuxconditionsdonnentunsyst̀emededeuxéquationsqui permettentde
déterminerlesconstantesó et [ ô


ó � ( [ Pour Ó �A@Ä�ó ,8c s ¯L� : Ö 4 �i� ( c { s ¯>� : Ö 4 �i� - �A@ Pour Ó � k � * 6 (3.17)


Poussatisfaireà la deuxìemecondition,lesvecteursd’onde p sontrépartissuivantunesuitediscr̀eteprqb� � 0� k � * � © � 0 � * �r6r6r6Q� k 6 (3.18)


La relationde dispersion(3.16) étantpériodique,il de suffit de serestreindreaux valeursde p parcourantl’inter-
valle � @Ä�/, � � . Utilisant toujoursla mêmerelationdedispersion,on retrouve les fréquencespropres3.13calcuĺeesau
paragraphepréćedent.L’interprétationphysiquedela quantificationdesnombresd’ondeestparailleurstrèssimple.
Poursatisfaire auxconditionsaux frontièresde la châıneouverte,la longueurd’ondedoit êtrecommensurableavec
la longueurtotale.


IV.1 Châınespériodiques


On peutaussienvisagerdesconditionsaux limites périodiques. Imagi-
nonsquela châınesoitenrouĺeeautourd’un cercle.Nouspouvonsalors
identifier les masselottesÓ � k � * avec celle de numéro Ó � * � etÓ �ñ@ avec Ó � k . Il faut alorsremplacerla conditionaux frontières
3.17parla conditiondepériodicit́e le long ducerleÒ ��� x �?� Ò ��� xØÖ : � (3.19)


Cesconditionsauxlimitespermettentdedéterminerlesnombresd’ondep , puisque c s ¯ : � � * (3.20)


soit,


p�� , � 0k¾©�õ 0 �A@Ä� j�* �r6r6r6À� j 4� � k (+* � `&c÷ö § `Ûø�cÈ£ ªúù cÈû �0 � jb* �r6r6r6Q� j 4� k `&c«ö § `Ûø ªúù céû 6 (3.21)


üéýXþ üéý�ÿ üéýXþüðýXþüðý�ÿ
FIG. 3.2 – Conditions aux limites
périodiques.


La relationde dispersion,reliant la fréquenceau nombred’onde,restequantà elle inchanǵee,et elle peutêtre
réécritecomme 5l� � , Å� ¬¬¬ `&ced �


p ©, � ¬¬¬ (3.22)
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Plaçons-nousdansla limite desgrandeslon-
gueursd’onde, soit dansla limite p F @ .
Quelquessoient les conditionsaux limites,
qu’ellessoientouvertesou périodiques,la re-
lationdedispersionestlinéaireenfonctiondu
nombred’onde p 5l� Å� © p (3.23)


Dans cette limite, les vecteurs d’onde p
sont répartis de façon uniforme sur l’in-
tervalle � @Ä�/, � � , de telle sorte que la na-
ture discr̀ete du réseaun’intervient plus. On
peut donc 
 
 oublier � � la naturediscr̀ete du
réseau.Cettepropŕet́e estcaract́eristiqued’un
syst̀eme invariant soustranslation,qui perd
la 
 
 mémoire � � de sesconditionsaux limites
dansla limite thermodynamiqueoù le nombre
demasselottesdevient trèsgrand.


����������������
��� 	����
���������
���������� �


��� ��� � � � � �
�


���
FIG. 3.3– Relationdedispersion.Onremarquequecetterelation
estlinéaire dansle voisinage de Å �-@ . Lesdistorsiondegrandes
longueurs d’ondesepropagentdoncà vitesseconstante.


V Passageau continuum


Dansle mod̀eledesmasselottes,la densit́e demasseparunité de longueurest
� � . Dansla limite du continu,on


supposequecelle-ciapprocheunevaleurconstanteÚb��¢ c¤£� ¥)Ç � © (3.24)


On supposeraaussiquela constantede raideur Å dépendde la distanceentreles atomes,de telle sortequedansla
limite où ©NF @ on a «���¢ cÈ£� ¥)Ç © � Å� (3.25)


qui esthomog̀enea unevitesse.C’estcettevitessequel’on obtientenlinéarisantla relationdedispersioncommeen
3.23,et on supposeradoncqu’elle atteindunevaleurlimite dansla limite ©âF @Ä6 Danscetteapproximation,on peut
doncremplacerlessommesdiscr̀etespardesintégrales.Ainsi,w q *, � BÒ q ���&� � ��w q *, � © � � BÒ q ����� �


� *, 
 É ½{ É ½ Ú BÒ ������� D � (3.26)


De la mêmemanìere,lesdifférencesdiscr̀etespeuventêtreapproxiḿeespardesdérivéesÒ q Ö 4 ����� (hÒ q ���&��� ©?f Òf � � É ® É × (3.27)


Cequi conduità un Lagrangien § � *, 
 Ö É ½{ É ½ ï Ú BÒ ���&� � ( Ú�« � � f Òf � � �zò D � (3.28)
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La dérivéesuivantl’espacedevientprovientdu termeÒ q Ö 4u( Ò q . C’estla conśequenceducaract̀erelocal desinterac-
tions,chaquemasselotteinteragissantavecsesplusprochesvoisines.


Il estaussiinstructif deconnâıtre cequedeviennentles équationsd’Euler-Lagrangedansla limite du continum.
En passantauxdérivées,il vientÒ s Ö 4 � Ò s {h4?( , Ò s� ©?f Òf � � © �, f � Òf � � (�©?f Òf � � © �, f � Òf � � ��67676 (3.29)


� © � f � Òf � � (3.30)


l’ équationdepropagationdevient donc *« � f � Òf � � � f � Òf � � (3.31)


Riendesurprenant! c’estl’ équationd’ondeà laquellesatisfait uneondeplanesepropageant̀a la vitesse
d e 6


3.1 Remarque:


On retrouve bien le caslimite desgrandeslongueursd’ondede la châıne discr̀ete.Ce n’est pas
surprenant.Lorsqu’onfait uneanalyseenlongueurd’onde,on”regarde”lesyst̀emesuruneéchelle
correspondantèa cettelongueurd’onde.Commecettedernìereestbeaucoupplus grandequela
distanceinteratomique© , il estnormalquel’on puisseoublierla naturediscr̀etedu réseaudansla
limite Å F @ .


VI Châıne de pendulesde torsion


Nous illustrons le passageau 
 
 continuum � � dansle cas
d’une châıne de pendulesde torsion.Chaquependuleest
constitúe d’une masseponctuelle� attach́ee à unebarre
sansmasseet delongueur� . Il nepeutoscillerquedansle
plan ����� perpendiculairèa l’axe � , où sontli éstouslespen-
dules.Pourchacun,le point de liaisonestfixe et estsitué
en � q � 0u© , où (�� q 0 q�� . Le seuldegré de liberté
estalorsl’angle T q du penduleavec l’axe deréférence� .
La gravité estdirigéesuivant l’axe � et tendà alignertous
lespendulesversle 
 
 bas � � .
La liaisond’un penduleavecsesdeuxplusprochesvoisins
estdu type torsion: si T q Ö 4 et T q sontles anglesrespec-
tifs despendules0 � * et 0 , la forceagissantsurla liaison
entrecesdeuxpendulesestproportionnellèa la différenceT q Ö 4�( T q etl’ énergiepotentielleattach́eeaupendule0 est
la sommepour les deuxliaisonsayant 0 pour point com-
mun *, O!� T q Ö 4?(�T q � � � *, O+� T q {h4?(�T q � � (3.32)


�! #" $&%(')
* +!,#-


FIG. 3.4 – Les pendulessont accrochéessur une
droiteet ils nepeuventoscillerquedansle planper-
pendiculaire. La force de rappelestproportionelle
à la différenced’angleentre deuxpendulesproches
voisins.
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la constantéelastiqueO esthomog̀eneàuneénergiequemultiplie le carŕed’unelongueur. Le seuldegrédeliberté
étantl’angle T , la vitessedechaquependuleestla vitesseangulaire� BT U/. Le Lagrangienestdonc§ � w{w¦�0 q 0 Ö ¦ *, � � � BT � ( w{w¦10 q 0 Ö ¦ *, O+� T q Ö 4?(�T q � �( w{w¦�0 q 0 Ö ¦ � ! � � *	(È\_^a`�T q � (3.33)


où le derniertermetient comptedela gravité.


Nousdésironsétudierla propagationd’unedéformationoù la châınedependulesdessineun pasd’hélice.Entre
les deuxlimites, 0�F (2� et 0AF � , l’angle T fait un tour de , � . L’approximationdespetitesoscillationsn’est
doncpasappropríeedanscecas,etnousgardonsle terme \_^a`{T .


Pourpoursuivre, nouspassons̀a la limite ©!F @ . Commeau paragraphepréćedent,introduisonsla densit́e de
massedefiniepar Úì� � M © et remplaçonslessommesdiscr̀etespardesintégrales.Dansle mêmetempsO M ©ìF43 ,
où 3 estuneconstante.L’ énergie totaledusyst̀emepouruneconfigurationT ���Q����� dela châıneestalors5 � 
 Ö ¦{w¦ D � ï *, Ú � � � f Tf � � � � *, 3 � f Tf � � � �Út! � � *	(�\_^a`{T ������&��� ò (3.34)


alorsquesonLagrangienest§ ��
 Ö ¦{w¦ D � ï *, Ú � � � f Tf � � � ( *, 3 � f Tf � � � ( Út! � � *º(�\_^a`{T ������&��� ò (3.35)


On nes’intéressequ’auxconfigurationsdont l’ énergie estfinie. Cetteconditionimposeles limites suivantessur
l’angle T : f Tf � F @ ; f Tf � F @ ; «z� H[T�F * pour B � B F6� (3.36)


Dansla limite où B � B tendversl’infini, l’angle estdoncunevariablestatiquedansla coordonńeedu temps,et elle est
constantedansl’espace.Savaleurlimite estdonńeeparla dernìerecondition,qui fixesavaleurà unminimumglobal
del’ énergie potentielle.Danschaquesecteur, onobtient ¢ cÈ£87 É 7 ¥�¦ T �-, 0 � .


Un excitationdela variable T , connectantdeuxsecteursoù «_� H[T � * , estcaract́eriśeeparle nombredetoursque
dessinentlespendules.On introduit le nombre


�
définissantla 
 
 chargetopologique� �� � 
 Ö ¦{w¦ D � f Tf � � T � � � (�T � (�� �?�-, Å � Ã Å entier (3.37)


Parconśequent,pourquel’ énergie soit finie, lespendulesdessinentun nombreentierdetourspour � variantde (��
à � � .


Étudionsmaintenantle probl̀emedela propagationd’uneondedont l’ énergie estfinie. Dansunethéorieharmo-
nique,c’est-̀a-diredansl’approximationdespetitesoscillations,celle-cisontdonńeespardesondesplanesT ���Q������� ó \_^a` � Å � ( 5?��� (3.38)


Pourla théorienon-lińeairequi nousintéresseici (le termeen \_^a` pourla gravité n’estpasapproxiḿepar *�( � � M�,
), onchercheraunesolutiondeséquationsdu mouvementsousla formeT ���Q������� T ��� ( ����� (3.39)
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Dansl’aproximationdu continuum,nouspouvonsécrireleséquationsdu mouvementà partir du Lagrangien(3.35)( Ú � � f � Tf � � � 3 f � Tf � � ��Úb! ��`&ced�T (3.40)


Cherchonsla solutionsousla formepropośeeen(3.39).InsérantcetAnsatzdansl’ équationpréćedentedonne� *�( � �� �Ç ��D � ;D:9 � � !3 `&ced ;
avec 9 ��� ( �y� et � �Ç � 3Ú � � (3.41)


Cettedernìereéquation,unefois mulipliéepar D ; M D:9 peutdirectement̂etreintégŕeecomme*, � *	( � �� �Ç � � D ;D:9 � � � !3 � *�(È\_^a` ; �h�ÙO<; (3.42)


où O ; estuneconstantequenouspouvonsdéterminer̀a l’aide desconditionsauxlimites (3.34).Celles-ciimpliquent
que


;
et * (�\_^a`�T s’annulentà l’infini. La constanteO ; estdoncnulle, et nouspouvons transformer(3.41) pour


obtenir D ;D=9 � j � m ,º� *º( «_� H ; �
avec � � � Úb!3h� � *º( � ø� ø" � homog̀eneà


§ { � (3.43)


Cettedernìereéquationpeutalorsêtreintégŕeepourdonner�� 9 ( 9 Ç �?� j 
 D ;m ,º� *º(È\_^a` ; � (3.44)


dontl’int égrale,bienquenullementévidente,estconnue.Nousavons
 D �m ,º� *º(È\_^a` �h� � *Y Log B � ! � Y B (3.45)


cequi conduità T � 9 �?� Y Arctg 6¤c?> ¼A@ �B { B " � 7 (3.46)


où la coordonńee 9 Ç a ét́echoisiedetellesorteque
; � 9 Ç ��� � .


L’ équation(3.46)donnela solutiond’une ondesepropa-
geantsur l’axe � avec la vitesse � . Elle interpole entre
deux étatsfondamentauxT � , Å � , puisquela fonction
arc-tangentevarie entre @ et � M�, . Le signe � correspond
à une rotation despendulesdansle sensd’une hélice à
paspositif, alorsque le signe ( donneunerotationdans
le senscontrairedesaiguillesd’une montre.Dansle pre-
miercas,onparled’unesolutiondetype 
 
 kink � � , alorsque
le deuxìemedonneun 
 
 anti-kink� � .


ϕ=0 ϕ=2π


FIG. 3.5– Soliton
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Pourmieux dégagerl’interprétationphysiquede l’ équationdu soliton, remarquonsque � esthomog̀eneà l’inverse
d’unelongueur. L’exponentielléetantunefonctiontrèsrapidementvariable,* M Y � fixe l’intervalledevariationeffectif
pourl’angle T dans(3.46).Contrairement̀auneondeplane,le solitonestunedéformationlocaliśeequi sepropagèa
la vitesse�   � Ç .
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FIG. 3.6– 
 
 Anti-kink � �
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VII Problème:Étude d’une châıne linéaire diatomique.


Soit un crystalunidimensionnelde longueur


§ � k¾© , où la distanceentrechaqueatomeest © M�, . On supposera
que cettechâıne est constitúee de deux typesd’atomesnot́es ó et [ . Leur masserespective sont � 4 et � � . On
supposeraquelesconditionsauxlimitessontpériodiquesdetellesortequelesatomesdenuméro @ et k sontvoisins.


1. Si ê q et � q sontlesdéplacementsrespectifsdesatomesdetype ó et [ parrapportà leur positiond’équilibre,
montrerquel’ énergie potentielleestdela forme� � O , w 6Æ� ê q ( � q � � ��� ê q Ö 4�( � q � � 7
où la sommeportesurtouslesmaillesélémentaires,celles-ciétantdéfinieparle coupled’un atomedetype óetdetype [ .


2. Écrireleséquationsdumouvementpourlesdeuxtypesd’atomes.
3. Rechercherlessolutionssousla formed’uneondesepropageant.Onchercheraalorsunesolutionsousla formeõ ê qb� � c { s@d � c s q e ���q� � c { s@d � c s q e �


Quelleestla relationentrele vecteurd’onde Å et la fréquencedel’onde.Cetterelationestappeĺeela relationde
dispersion.Onmontreraqu’il existedeuxcaspossiblesetondémontreraqu’il suffit que Å © parcourtl’intervalle� @Ä�/, � � .


4. Montrerqu’il existeunebandedevaleurde 5 pourlaquellela propagationdel’ondeestimpossible.Cettebande
estla banded’arrêt ou gap.


5. Onseproposed’étudierendétailslesmodesdepropagation.Pourlesdeuxmodesdepropagationdela question
préćedente,donnerla relationdedispersiondansla limite Å © 4 * . Montrerquel’une desbranchesestconstante
alorsquel’autrevarielinéairementcommeÅ © .


6. Dansle premiercasdefigureon parledemodesoptiques,alorsquepourunerelationdedispersionlinéaireenÅ © onparledemodesaccoustiques.Enétudiantle rapportê q�M ê q Ö 4 et �[q�M���q Ö 4 dedeuxatomesidentiquesmais
demaillesadjacentes,montrerquecerapportestindépendantdumodeconsid́eŕe.Montrerquele rapportê q M�� q
dépendlui du modedevibration.Expliciter et discutercettedépendancedansla limite desgrandeslongueurs
d’onde.
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VIII Fonctionselliptiques


Lesintégraleselliptiquesinterviennentfréquemmentenphysique.Lesdeuxparagraphessuivantspermettentd’in-
troduirelespropríet́esélémentairesdesfonctionselliptiqueslesplussimples,̀apartir deconsid́erationsgéoḿetriques
surlesarcsd’ellipse.Pourcetteraison,l’expośe traiterad’aborddesfonctions e e � T � depremìereesp̀eceavantd’in-
troduirelesfonctionsdedeuxìemeesp̀ece � e � T � .
VIII.1 Fonctionselliptiques de deuxièmeesp̀ece


Soit à évaluer l’arc de l’ellipse [ 	 , compt́e à partir du
point [ . L’ équationdel’ellipse� �© � � � �ª � � * (3.47)


permet de param̀etrer l’arc en fonction de l’angle T ,
compĺementdel’anomalieexcentriqueê�C� ©´`&ced�T ; �N�-ª \_^a`{T (3.48)


L’excentricit́e, habituellementnot́eec, seraici appeĺee Å .
Pardéfinition,on a Å � � © � ( ª �© � (3.49)


Rectifionsmaintenantun élémentd’arc: l’abcissecurvi-
ligneapourexpressionD H � m D � � � D � � � © D T(fy*#( Å � `&ced � T�g Ñø (3.50)


Parsuite,l’arc d’ellipse [ 	 apourlongueurH � © 
 .Ç D Thfy*#( Å � `&ced � T�g Ñø (3.51)


B
D


A
s


b


a


FIG. 3.8–


L’int égraledéfiniedansl’ équationpréćedentes’appelleintégraleelliptiquedesecondeesp̀ece.On posee e � T � � 
¿¾ øÇ fy*º( Å � `Lced � T�g Ñø (3.52)


Il est inutile d’évaluer cetteintégralecommeune fonction 
 
 élémentaire� � (comme `&ced ou ¢ ^ji ) . On peut tout au
plusdévelopperensériesdespuissancesde Å � , maisil serapréférablededéfinir unenouvelle fonctionsṕeciale.En
particulier, on définit l’int égraleelliptiquedesecondeesp̀eceàpartir du quartdel’ellipsee e � � , �?� 
�¾ øÇ D Thfy*#( Å � `&ced � T�g Ñø (3.53)


Il estintéressantd’évaluerle comportementde e e �Ak s� � lorsquel’ éxcentricit́e variede @ à *
1p LorsqueÅ �-@ , l’ellipse estun cercle;on retrouve bienla longueurd’un quartdecercleavecla valeurlimitee e ® Ç � � , �?� ¦ �, (3.54)
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2p Pour Å � * , la substitutionª	�-@ montrequel’ellipse estévanouissanteetdéǵeǹereenunsegmentdelongueur© . On endéduit la valeurlimite del’int égrale e e ® 4 � � , �?� * (3.55)


VIII.2 Fonctionselliptiques de première esp̀ece


Lorsquel’ellipse approchele segment * ó , c’est-̀a-direlorsqueÅ tendvers * , l’int égrale( 3.52)anécessairement
uncomportementsingulierenfonctionde Å � . Cettesingularit́e apouroriginele sautdel’angled’intersectiondel’arc[ ó avec l’axe des �[� : lorsque Å prendla valeur1, cet anglevaut @ , alorsquepour toutevaleur inférieureà * , cet
anglevaut � M�, . Par suite,un marcheurparcourantl’arc [ ó pourun arcelliptiqued’excentricit́e Å   * aurad’abord
l’impressiondemarchersurun segmentparall̀eleà �[� , et cen’estqu’auvoisinagede ó qu’il incurverabrusquement
satrajectoirepour atteindrele point ó . La singularit́e Å F * { interviendradoncdanstoutesles fonctionsfaisant
intervenir lesélémentsd’arc.


Pourdesraisonshistoriques,nousdéfinironsla fonctionelliptiquedepremìereesp̀ececomme� e � � , � � Å � DD � * M Å � � Å { � e e � T � (3.56a)� 
 ¾ øÇ D Tm *	( Å � `&ced � T (3.56b)


Pour Å petit,nouspouvonsutiliser le développementdu binôme, *º( Å � `&ced � T - { Ñø � * � *, Å � `&ced � T � *, B'Y Å ¼ `&cid ¼ T � (3.57)


ainsiquela formuleconnue 
 Âjl �Ç � `&ced�T � � ,>¦%� D T � *, 6 'Y lÄ 67676 ,>¦ (�*,>¦ � , (3.58)


On peutainsiétablir la formuleutiliséedansle calculdela périodedesoscillationsd’un pendulesimple� e �©� , ��� * �-� *, � � Å � �A67676 Å ���Ü* (3.59)


Par contre,la valeur Å � � * rendl’int égrale(3.58)divergente,commeon peuts’enrendrecompteenposantÅ � � *
etenfaisantle changementdevariableê � \_^a`{T . Un calculfastidieuxmontrequela fonctionelliptiquededeuxìeme
esp̀ecesecomportedefaçon singulìeredanscettelimite� e � � , � (3.60)
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Chapitr e 4


L’action


I Principe de l’action stationnaire: le Principe de Maupertuis


Consid́eronsle casde figure unidimensionneloù l’abcisse ������� d’un syt̀ememécaniqueest fonction du temps.Le
Lagrangiendépenddela fonction �À���&� . On appelleaction m assocíeeà un 
 
 chemin � � �À���&� l’int égralem � � � ��
 � ø� Ñ § ���]�=�&�{� B�À���&�>����� D � (4.1)


L’action m estun nombreréelqui dépenddela fonction �À���&� . On définit ainsiune 
 
 fonctionnelle� � dontla valeur
varied’un cheminvirtuel �À���&� à un autre.Cettenotiongéńeralisecelle de fonctionqui associedeuxnombresréels.
Par la suite,noussupposeronsqueles conditionsaux limites sontdonńeesunefois pour toutesquelquessoientles
cheminsvirtuels


ô �b��� 4 ���A� 4�b��� � ���A� � (4.2)


Il existe bien sûr uneinfinité de cheminsvirtuels mais,en mécaniqueclassique,un seulcheminphysiquen’est
possible.Nousallonsmontrerqueparmitouslescheminsvirtuelspossibles,le seulcheminréel,défini par � Ç ���&� , est
celui qui rendl’action stationnairevis-à-vis desvariationsinfinitésimalesdu cheminréel.La notiondestationnarit́e
géńeralisela notiond’extremumàunefonctionnnelle.Dansle casd’unefonction


; ���h� , ondit que
; ���h� estextremale


en � Ç si sadérivéeen � Ç estnulle.Utilisant le développmentdeTayloren � Ç , cettefonctionvariecomme; ���%��� ; ��� Ç �h���=� ( � Ç � � �on¿,qpsrutvr Çxw 8#- (4.3)


danssonvoisinage.La dérivée premìere étantnulle, les variationssont petiteset y est donc stationnairedansun
voisinagede r{z . Par analogies,l’action seradite stationnairepour une chemin r|z:ps} w si elle ne varie paspour les
cheminsvoisins r|zjps} w�~o��� ps} w , avec ����� . La proćedurequi permetdedéterminerle seulcheminphysique,c’est-̀a-
direceluiqui obéit auxéquationsd’Euler-Lagrange,estle calculvariationnel.


4.1 Remarque:


Un Lagrangienne déterminepasl’action de façon unique.Rajoutonsen effet unedérivéetotale
parrapportautemps ����� ~ �=� p�r/��} w� } (4.4)


Utilisantla définitionintéraledel’action (4.1),onendéduitquel’action varied’un facteurconstant
indépendantducheminchoisi.Cettepropríet́e serautiliséeparla suitedansl’ étudedessymétries.
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II Dérivéesfonctionnelles


Comme m estfonctiondu cheminchoisi,c’est-̀a-direunefonctionnellede rRps} w , il fautd’aborddéfinir la notion
d’extremumpourunefonctionnelle.Supposonsque r|zjps} w donnecetextremumde m et consid́eronsuncheminvoisinr�ps} w�� r|��ps} w�~���� ps} w (4.5)


où ����� et � ps} w estunefonctionquelconque.Poursatisfaire lesconditionsauxlimites4.2,on exigeraque� ps}�� w���� ps}q� w���� (4.6)


Consid́eronsalorsl’action m p ��w�� � ��¡�£¢ � } � p�r|zjps} w�~��¤� ps} w �x¥r|z:ps} w�~�� ¥� ps} w¤w (4.7)


commeunefonctionde � , la fonction � ps} w étantdonńeepourle moment,tout enrestantcompl̀etementarbitraire.On
peutainsidéfinir la notiond’extremumpourunefonctionnelleenseramenantaucasd’unesimplefonctionréelle.


DÉFINITION. Pourtoutefonction � ps} w quelconquemaisfixée, m peutêtreconsid́eecommeunefonction de � .
Poserque m estextremaleen r z � c’estexiger que m p �¦w aun extremumen ���§� quelquesoit � ps} w .


Le probl̀emeétantrameńe à celui d’une fonction d’une variableréelle, il ne nousresteplus qu’à chercherle¨ ¨ bon © © chemin psrRps} w ��¥r�ps} w¤w tel que � m� � �§� (4.8)


Or, pour � petit, le développementdeTaylorpousśe à l’ordre 2 en � permetdedéterminerlesvariationsdel’actionm p �¦w(� � ��¡�£¢«ª � psr � �x¥r � w�~o�¤� ps} w�¬ �¬ r ~�� ¥� ps} w�¬ �¬ ¥r ~o p ��®xw°¯ � } (4.9)


d’où on tire la valeurdela dérivée � m� ��±±±�²V³ z � � ��¡�£¢ ª � ps} w ¬ �¬ r ~ ¥� ps} w ¬ �¬ ¥r ¯ � } (4.10)


Il estutile detransformercettedernìereintégraleeneffectuantuneintégrationparparties� m� �´±±±�²V³ z � � ��¡�¶µ ª � ps} w�¬ �¬ r t � ps} w �� } ª ¬ �¬ ¥r ¯!¯ � } ~ ª � ps} w�¬ �¬ ¥r ¯ ��¡� µ· ¸º¹ »³ z (4.11)


Comptetenudesconditionsaux frontières4.6, le derniertermeestnul. La fonction � ps} w étantarbitraire,le cheminr|zjps} w annulel’int égrantpourquel’int égralesoit nulle.La conditiondestationnarit́e del’action revient doncà exiger
quele cheminr z ps} w soit solutiondeséquationsd’Euler-Lagrange.On définit la dérivéefonctionnnelledel’action par
rapportà r�ps} w commeétantla valeurdel’int égrandproportionnelleaupetit param̀etre � . Pourle cheminphysique,on
adonc ¼ m¼ r � ¬ �¬ r t �� } ª ¬ �¬ ¥r ¯½�§� (4.12)


4.2 Remarque:


L’actiona la dimensiond’uneénergie multipliéeparun temps.C’estdoncunegrandeurphysique
qui ala mêmenaturequ’unmomentcinétique.Pourconstruireunnombreadimensionńe àpartirdem , il estd’usagedediviserpar ¾¿ , qui estla seuleconstanteuniverselleayantla mêmedimension.
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4.1 Exercice:


Montrerque


¼ y psr w¼ y p �Àw �
¼ psr8t �Àw


Rép.Écrire y psr w��ÂÁ ¼ psrÃt ��wAy p �Àw � �
III Casgénéral


Onpeutfacilementgéńeraliserl’approchepréćedentèaunjeude Ä coordonńeesgéńeraliśeesp�Å � ��Å ® �sÆsÆTÆs��Å�Ç<�?¥Å � �?¥Å ® �sÆÆ:Æ�¥Å Ç w . Mais,dansle casoù Ä6ÈÉ� � l’action n’estpasnécessairementextrémale(un minimumou un extremum),on
diraqu’elleeststationnaire. À chaquecoordonńeegéńeraliśeecorresponddoncuneéquationd’Euler-Lagrange�� }1Ê ¬¬ ¥ÅxË�Ì �(ÍTÎ t ¬¬ ÅºË�Ì ��Í �§� ��Ï{Ð �<Ñ Ð ÑÒÄ (4.13)


IV Symétries et lois de conservation


IV.1 Changementsde coordonnées.


La dynamiqued’un syst̀emepourvud’un Lagrangiendoit êtreindépendantedu syst̀emedecoordonńeeschoisies
ainsiquedela définitiondu temps:c’estle syst̀emederéférencele pluspratiquequi estchoisi.Connâıtrecommentle
Lagrangiensetransformelorsd’opérationsdesymétriespermetdedégagerlesquantit́esqui sontconserv́eesaucours
dela trajectoire.Il s’agitd’un avantagemajeur, puisquecesquantit́e conserv́ees,ou invariants,permettentdedégager
lesaspectsessentielsdu mouvementsansenconnâıtre touslesdétails(conditionsinitiales,parexemple).Paraileurs,
l’ étudedesopérationsdesymétriestranscendele contexte dela mécaniqueclassique,carc’est leur classificationqui
permetd’étudierlesinteractionsfondamentales.Danscequi suit,nousnousinteresseronsuniquementauxsymétries¨ ¨ continues© © , c’est-̀a-dire cellesque l’on peutengendrerde façon infinitésimale:c’est le cas,par exemple,d’une
rotation où l’angle peut être choisi aussipetit que l’on veut, ou d’une translationd’un vecteurinfinitésimal.On
parlealorsdesymétriescontinues,paroppositionauxsymétriesdiscr̀etes,tellequela parit́e.EnMécaniqueclassique,
seuleslessymétriescontinuessontassocíeesàdesinvariants,alorsqu’enMécaniquequantique,lessymétriesdiscr̀etes
donnentellesaussidesinvariants.


DÉFINITION Onappelletransformationcanoniqueunetransformationdel’espacedesconfigurationsp�Å � ps} w ��Å ® ps} w �¶ÆÆjÆ:��ÅºÓ|ps} w¤w quel’on peutexprimercomme Ô } � }ÖÕ× � × Õ � × Õjp × ps} w ��} w (4.14)


Translations,rotationsainsiquetouteslestransformationsGalliléennessontdesexemplesdetellestransformations.


L’actionestinvariantesoustoutescestransformations.Mêmesi cestransformationsneconstituentpasunegroupe
desymétries,leslois dela physiquedoiventresterlesmêmesquelquesoit le référentielchoisi.Autrementdit,m ÕÙØ × ÕÛÚÝÜ �Þ�£ßà� ß ¡ � Õ�á × Õ p�} w � ¥× Õ ps} w ��} Õ£â � } Õ � � � à��¡ � p × p�} w � ¥× ps} w ��} w � } �Âm Ì × Í (4.15)
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Effectuantle changementde variable } Õ � } , on déduit queles deuxLagrangiens,exprimésdansdeuxréférentiels
différents,sontreliésparla relationsuivante� ÕÀá × Õ ps} w � ¥× Õ ps} w ��} Õ¶â � � }� } Õ � p × ps} w � ¥× ps} w ��} w (4.16)


IV.2 Symétries


Le Lagrangienestdit invariantparrapportà unetransformationsi leséquationsdu mouvement(i.e. leséquations
d’Euler-Lagrange)pour le nouveauLagrangien


� Õ ont la même ¨ ¨ forme © © quecellesdel’ancienLagrangien
�


. Une
opérationde symétrie permeten effet de passerd’une solutiones équationsd’Euler-Lagrangeà uneautre,qui lui
est parfaitementéquivalente.Pour que cela soit, il suffit que le nouveauLagrangienexprimé dansles anciennes
coordonńeesdiffèredel’ancienparunedérivéetotaleparrapportautemps.� Õ p × p�} w � ¥× ps} w ��} w(� � p × p�} w � ¥× ps} w ��} w�~ ��� p × ��} w� } (4.17)


Lessymétriespermettentdedégagerlesquantit́esconserv́eessansintégrerleséquationsdumouvement.Onsebornera
à étudierlessymétriesexternes,commelestranslationset lesrotations.Lessymétriesinternes̀a la théoriesont,elles
aussi,importantes.Enmécaniquequantique,parexemple,la conservationdela chargedansuneréactiondetype� �6ã�ä ~ ãjå (4.18)


estli éeà la symétriedela fonctiond’ondequi décrit l’ étatfinal électron-positron.L’importancedessymétriesconti-
nuespeutêtrecomprisdèsla mécaniqueclassique.Le théor̀emesuivantestdueàAmeliaEmmyNoetheret il esttrès
géńeral.


On montre: À tout groupede symétries continuesdépendantd’un param̀etre, il existe un quantit́e qui est
conserv́ee.


Le tableausuivantrésumela situation


Symétrie. Quantit é conservée.
Translationdansl’espace. Impulsiontotale.
Rotation. Momentcinétiquetotal.
Translationdansle temps. Énergie totale.


Invariance soustranslation: homoǵenéité de l’espace.


Définition de l’impulsion généralisée.


À partir deséquationsdeLagrange,on définit lesimpulsionsgéńeraliśeescommeæçË � ¬ �¬ ¥Å Ë (4.19)


où ¥ÅxË est la vitessegéńeraliśee. De la mêmemanìere, les forcesgéńeraliśeessont définies à partir desdérivées
premìeresdu Lagrangienenfonctiondescoordonńeesgéńeraliśeesè Ë � ¬ �¬ ÅºË (4.20)
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Remarque. Lesimpulsionsgéńeraliśeesnecöıncidentpasnécessairementaveclesquantit́esdemouvement.On
verra dansla suite du chapitreque pour une particulechargée et plonǵee dansune champélectromagńetique, le
Lagrangiens’écrit1 � � �é{êìë ® tíÅ:îïp�ð���} w�~ Å ë(ñHò (4.21)


detelle sortequela quantit́e demouvementgéńeraliśees’écritó � êìë ~ Å ò (4.22)


Résultat. En l’absencedechampextérieur, l’impulsiongéńeraliséeestconserv́ee.


Poursimplifier, posonsôu�2õ&ö�÷ . Consid́eronsunsyst̀emeoù, enchaquepoint,nouseffectuonsla translationð � ð Õ � ð ~ø�Àô � ����ù (4.23)


Au premierordreen � , le nouveauLagrangiendanslesanciennescoordonńeesestmodifié comme(voir Eq.4.16)� Õ � � ~ ¼ � (4.24)


où ¼ � � t ��ú Ë ¬ �¬çû Ësü ÷ õ (4.25)


La conditiond’invarianceduLagrangien(Eq.4.17)impliqueque
¼ � ��� (4.26)


car1)


¼ �
nepeutêtreexprimé commeunedérivéetotaleparrapportautempsd’unefonctiondépendantuniquement


descoordonńeesgéńeraliśees(le Lagrangiendépenddesvitesses!) 2) la constantenepeutdépendrede � ou de ô . La
conditiond’invariancedu Lagrangiens’exprimedonccommeú Ë ¬ �¬çû Ësü ÷ �§�
D’où, enutilisant,leséquationsd’Euler-Lagrange,�� } ª ¬ �¬ ¥û Ësü ÷ ¯ t ¬ �¬Àû Ësü ÷ �§� (4.27)


il vient �� }8ý ú Ë æ Ësü ÷?þ �ÿ� (4.28)


C’est-̀a-direquel’impulsion totaleestconserv́ee.


Remarque.Cerésultatestvalablemêmesi lesparticulessonteninteractions.Aucunehypoth̀esequantà la nature
dupotentield’interactionn’a ét́e faite.


1. � estle potentielvecteur, alorsque � estle potentielscalaire.
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Invariance sousrotation : isotropie de l’espace.


Définition. On emploiela notationsuivantepourla dérivéeparrapportà un vecteur¬ �¬ ð � ¬ �¬ r ö�÷ ~ ¬ �¬ � ö���~ ¬ �¬ � ö�� (4.29)


Effectuonsune rotation infinitésimaled’axe ö et d’angle


¼ � ñ Sousune telle transformationles coordonńees
géńeraliśeessetransformentcomme ð � ð ~ ¼ � ö	� ð (4.30)


Lesvitessessetransformentaussisuivantla mêmeloië � ë ~ ¼ � ë � ð (4.31)


Supposonsquel’espacesoit isotrope,c’est-̀a-direqu’il y ait ni champélectrique,ni champmagńetique.La condition
d’invariancedu Lagrangiens’exprimedonccomme¼ � ��� � ú
��� � Ë���������� ª ¬ �¬ ð Æ


¼ ð ~ ¬ �¬ ë Æ ¼ ë ¯ (4.32)


d’où ¼ � ú ª � ó� } Æ=p ö�� ð w ~ ó Æ?p ö�� ë w°¯h�§� (4.33)


soit encore �� } � ú ó Æ�p ö�� ð w��ø�§� (4.34)


Mais, p ô��� �w Æ"! � p  �� ! w Æ ô (4.35)


d’où on peutconclurequele momentcinétiqueestconserv́e.�� } ú ð � ó �$# (4.36)


Application. Pour un potentiel à symétrie radiale,la composantedu momentcinétiquesuivant les trois axes est
conserv́ee.


Uniformit é soustranslation dansle temps:conservation de l’ énergie.


Si tel estle cas,le Lagrangiennepeutpasdépendreexplicitementdu temps.Donc¬ �¬ } �§� (4.37)


d’où on déduitque � �� } �Âú Ë ¬ �¬ ÅºË Å Ë ~ ¬ �¬ ¥ÅºË&%'%Å Ë (4.38)
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soit,enutilisantleséquationsd’Euler-Lagrange�� } ý ú Ë ¥ÅºË ¬ �¬ ¥ÅxË t � þ �ÿ� (4.39)


La fonction ( �Âú Ë ¥ÅºË ¬ �¬ ¥ÅºË t � (4.40)


estdoncle Hamiltoniendu syst̀eme.Si les potentielsne dépendentpasdesvitessesni du temps,elle correspond̀a
l’ énergie totaledusyst̀eme,qui estdoncconserv́ee.


V Lagrangien d’une particule dansun champ électromagńetique


1. Consid́eronsle casd’uneparticuledemasseê et decharge Å . Cetteparticulesedéplacesousl’influenced’un
potentiel ) p+* w ñ Le Lagrangiendecetteparticuleestdonc� p,*�� ë ��} w � �é êìë�® t ) p+* w (4.41)


d’où on déduit leséquationsdu mouvement ê � ® *� } ® � t.- ) p/* w (4.42)


Si la particulesedéplacesousl’influenced’un champélectromagńetique,leséquationsdu mouvementcorres-
pondent̀a ê � ® *� } ® � Å p+0 ~ ë ��1 w (4.43)


A priori, celles-cinepeuventpascorrespondrèaun Lagrangiendetype4.41,car
2. La forceélectromagńetiquepeutdépendredu tempsdefaçonexplicite, puisqueleschampseux-m̂emepeuvent


dépendredu temps.Il suffit deconsid́ererle casd’unecapacit́e avecuned.d.p.alternative.


La forcedépenddoncdela vitesseenraisondu termeë ��1 .


Pourdériver un Lagrangien,il fautdoncconsid́ererun potentielqui dépenddesvitesseset du temps.On a donc
unexpressiondu type � p+*�� ë ��} w�� �é{êìë ® t32�p/*�� ë ��} w (4.44)


Leséquationsdu mouvementprennentalorsla forme2ê � ® *� } ® � t.-�2 ~ �� }�Ì ¬ 2¬ ë Í (4.45)


2. On rappellequesi 4 estun vecteur, alors 5765 498 5765;:=<?> <�@ 5765;:BA7> A�@ 5765;:BCD> C
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Il fautdoncréarrangerleséquations4.43pourqu’ellesprennentla forme4.45


On introduit donc le potentiel vecteur ò et le potentiel scalaire î . Dans un syst̀eme d’unité commode,les
équationsdeMaxwell montrentqueleschampśelectriquesetmagńetiquessontdonńespar1�� - � ò


0 � t.-½î t ¬ ò¬ } (4.46)


Cequi donne ê � ® *� } ® � Å Ê tE-hî�t ¬ ò¬ } ~ ë � p�- � ò w Î (4.47)


Il faut”bidouiller” le termeë � p,- � ò w ! On a:ë � p,- � ò w�� -Âp ë Æ ò w t p ë Æ�- w ò�GFFIH p ë Æ ò w t ë Æ F�JFIH� FFIH p ë Æ ò w tLK HK � Æ F�JFIH (4.48)


Réinjectonsmaintenantdans4.47.Celadonneê K à HK � à � Å á tE-hîÞt F�JF � ~MFFIH p ë Æ ò w tNK HK � Æ F�JFIH â� Å á t FFIH Ì î t ë Æ ò Í t F�JF � t F�JF�H K HK � â� Å á t FFIH Ì î t ë Æ ò Í t K JK � â (4.49)


La dernìeresubstitutionconsistèaserendrecomptequeò � ¬¬ ë p ò Æ ë w(� ¬¬ ë p ò Æ ë t î w (4.50)


carle potentielscalaireî nedépendpasdela vitesse.On aalorsê � ® *� } ® � Å Ê t ¬¬ * Ì î t ë Æ ò Í t �� } ª ¬¬ ë p ò Æ ë t î w ¯ Î (4.51)


Comparantavec4.45,le potentielgéńeraliśe peutdoncêtrechoisicomme2�p+*�� ë ��} w(� Å Ì î t ò Æ ë Í (4.52)


Le Lagrangiend’uneparticulechargéedansunchampélectromagńetiqueestdonc� p,*�� ë ��} w�� �éÙêìë�® tíÅ Ì î t ò Æ ë Í (4.53)


VI Invariancede jauge


Le Lagrangiend’uneparticulechargéedansunechampélectromagńetiquen’estpasinvariantsousunetransfor-
mationde jaugealorsles potentielsscalaireet vecteursontdéfinis à unetransformationde jaugeprès.Si on fait la
transformation ò � ò ~ -POî � î�t FIQF � (4.54)
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onnechangepasla loi deLorentz.Qu’en-est-ilpourl’action? Dansunchampélectromagńetique,l’action estmv�Âm ��ËSR  � ~om Ë�Ó � � T� � � Ë£�ÖÓ (4.55)


où m Ë�Ó � � T� � � Ë£��Ó � � � à��¡ Å Ì î�t ò Æ ë Í � } (4.56)


Commed’habitude,l’int égraleestprisesuivantun chemin U�VXW dansl’espacepsr/� � �Y�À��} w entrele point dedépart Z et
le pointd’arrivée [ . Dansceformalisme,la particule”voit” directementle potentielvecteuretnonleschamps. Sous
unetransformationdejaugedetype4.54,l’action estdonctransforḿeecommem Ë�Ó � � T� � � Ë£�ÖÓ � m Ë�Ó � � T� � � Ë���Ó�t � � à��¡ Å ª ¬ O¬ } ~ � O� * Æ � *� } ¯ � } (4.57)


Mais, t �Þ� à��¡ Å ª ¬ O¬ } ~ � O� * Æ � *� } ¯ � } � t �Þ� à��¡ Å � O� } � } � tÝÅ Ì O8p [½w t\OÃp Z<w Í (4.58)


MaiscederniertermenedépendabsolumentpasducheminU V]W choisi,puisquelesconditionsauxlimitessontfixées.
Donc le cheminextrémalqui correspondaux équationsdeLagrangeresteextrémalsoustransformationde jaugeet
leslois deLorentzsontdoncbieninvariantes!
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Chapitr e 5


Calcul desvariations


Leproblèmequi nousintéressegéńeralisela notiond’extremumpourunefonction.Ondésireconnâitre la fonction� psr w qui rendextrémalela fonctionelle1è Ì � Í � � ÷ ¡÷ µ_^ � � psr w � �a` �cb psr w � �a` ® b psr w � ñºñºñ � �a`ed b psr w � ñºñºñ � �a` Ó;b psr w � � r (5.1)


où la fonction ^ estunefonctiondoúeedepropriét́esde régularit́e suffisante. Le problèmeestgéńeralisableà une
dimension


�
arbitraire, la variable r parcourant un domainedeR K , maisnousnouslimitonsd’abord au casle plus


simple
� �É� .


En règlegéńerale,
è


estuneénergie potentielleet � psr w un paramètre caract́erisantun équilibre stationnaire. La
solutiondu problèmevariationneldonnealors les configurationsd’équilibre stableset instables,c’est-̀a-dire celles
pour lesquellesl’ énergie potentielleeststationnaire. Lesapplicationssontnombreuseset,enpratique, la nature du
problèmevaritionnelpeutdifférer d’un casà unautre. Enparticulier, la fonction � psr w peutêtresoit recherchéeparmi
touteslesconfigurationspossibles,soitdansunespaceplusrestreint.C’estenparticulier cequi seproduit lorsquele
syst̀emeestsujetà unecontraintequenousécrironssousformeintégralef Ì � Í � � ÷ ¡÷ µ$g Ì � psr w Í � r �Lh (5.2)


où h estuneconstantearbitraire impośeepar unecontrainteextérieureausyst̀eme. D’autrescassontaussipossibles.
Certainessituationsdemandent,eneffet, que les bornesd’intégration r{z et r�� ne soientplus fixées,maisqu’elles
puissents’adapterdansla recherche de la solutionoptimale. Dansla pratique, chaquecasde figure demandeune
analyseparticulière qui sera étudíeepar la suite.


Différentsexemplespermettentd’illustrer l’approchevariationnelledansla pratique. Onmontreainsiqueleslois
de refraction de la lumière entre deuxmilieux d’indicesoptiquesdifférentsrésultentd’un principe de minimisation
sur les cheminsoptiques.Le problèmede la forme desfigures liquides est un exemplede recherche de solutions
stationnairespour desphénom̀enesinterfaciaux.Enfin,la formed’équilibre desfils donneuneillustration, à la fois
nuḿeriqueet analytique, del’emploi desmultiplicateurs deLagrange.


I Variations où lesbornessontfixes


Pourrentrerdansle vif du sujet,commenc¸onspar la situationla plussimple.On sedonneunefonctionnelledu
type de celle de l’ équation(5.1). La valeurde la fonction � psr w aux deuxbornesr z et r � étantfixéeunefois pour


1. Pardéfinition , i;j�k�lnm3oqp Ao < p
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toute,ainsiqueles r t � premìeresdérivées,cherchonsunefonction � zjpsr w solutiondu probl̀eme.


Introduisonsdesdéplacementsvirtuels, � psr w �ÿ� zjpsr w/~o� psr w , respectantlesconditionsauxlimites du probl̀eme:� `�d b psr|z w(�ÿ� `ed b psr�� w��§� � � ÑtsÃÑur t � . L’importancedecesconditionsauxlimitesapparaitraparla suite,lorsque
nousauronsrameńe le probl̀emeàuneéquationsdifférentiellededegré


é r . Calculonsla variationdela fonctionnelle
(5.1)pourunedéplacementvirtuel � psr w . Le développementdeTayloraupremierordrede ^ suffit.


^ � � zjpsr w�~�� psr w � ñºñºñ � � `ed bz psr w�~�� `�d b psr w � ñºñºñ � � ` Óvbz psr w ~�� ` Ó;b psr w��� ^ � � zjpsr w � ñºñºñ � � `ed bz psr w � ñºñºñ � � ` Ó;bz psr w��´~ úz=w d wÀÓ �x`ed b psr w ¬ ^¬ � `�d b ±±±± � ³ � µ ~\y á � ® â (5.3)


Par hypoth̀ese,les r t � premìeresdérivéesdesdéplacementsvirtuelss’annulentauxdeuxbornesd’intégration.On
peutdoncintégrerpar partiespour faire apparâitre les termesproportionnelsaux déplacements� psr w , et non à leur
dérivées ¼ è � úz=w d wÀÓ � ÷ ¡÷ µ �I`ed b psr w ¬ ^¬ � `ed b ±±±± � ³ � µ � r� úz=w d wÀÓ p�t ��w d � ÷ ¡÷ µ � d� r d ý ¬ ^¬ � `ed b ±±±± � ³ � µ þ � r


(5.4)


La conditiondestationnarit́e surla fonctionnelle^ estmaintenantfacileàexprimer. Exigeonsquela variation


¼ è
soit


nulle aupremierordrepour touslesdéplacementsvirtuels.L’int égraledansl’Eq. (5.4) étantnulle, il fautque � zjpsr w
soit solutiondel’ équationd’Euler dontle degré est


é r
úz=w d wÀÓ p�t ��wqd � d� r d ý ¬ ^¬ � `�d b ±±±± � ³ � µ þ ��� (5.5)


5.1EXEMPLE:


Cesnotationśetantabstraites,retrouvonsleséquationsd’Euler-Lagrangedela MécaniqueAnalytique.Dansce
cas,^ n’estautrequele Lagrangienz Ì � ps} w �?¥� ps} w Í , où le temps} estsubstitúe à la variabler . Ici sÃ� � , detelle
sortequela formule(5.4)estlue comme ¬ z¬ � t �� } ¬ z¬ ¥� �§� (5.6)


qui estl’ équationconnue.


Le probl̀emeestdoncrameńe àuneéquationdiffférentielledutype(5.5)où lesfamillesdesolutionssontdétermińees
defaçon uniqueparlesvaleursdesr t � premìeresdérivéesde � z psr w auxdeuxbornesdel’intervalle Ì r z ��r � Í .
5.1 Remarque:







I. VARIATIONSOÙ LESBORNESSONTFIXES 55


Si uneéquationdifférentiellen’estpaslinéaire,on nepeutpasnécessairementconstruirela solu-
tion géńeraleà partir desolutionsparticulìeres.On peuttout auplusaffirmer queles famillesde
solutionsdépendentd’un jeu de param̀etres,dont le nombrecorrespondau degré de l’ équation.
L’exemplesuivantpermetdemieuxsaisircepoint.
Consid́eronsl’ équation { Ð r p�|�Àw��§�
L’ensembledessolutionsest� psr w��tr�}(~�~ r ~�� où ~ � � sontdeuxparam̀etresarbitraires.L’indicer permetd’indicer chaquefamille de solutionset, dansce cas,ellessonten nombreinfini. En
règlegéńerale,l’existencedeplusieursfamillesdesolutionsestnécessairepourle probl̀emedela
métastabilit́e, où le syst̀emepassed’un étatà un autre, soit d’unefamille desolutionà uneautre,
sousl’influenced’un paramètre decontr̂ole.


5.2EXEMPLE:


On sedonnedeuxpoint Z et [ , et on désireconnâitre le cheminde longueurminimaleallant de Z à [ . Le
résulatestconnu,il s’agit évidemmentd’unedroite.Posonsle probl̀emesousformemath́ematiquecommeen
(5.1): trouvonsl’ équationdela courberendantminimalela distanceè Ì � Í � � ÷��÷�� ^ Ì ¥� psr w Í � r (5.7a)


^ Ì ¥� Í � � � ~ ¥� ® psr w (5.7b)


�


�


e


FIG. 5.1–


Soit � z psr w la solution cherch́ee. Introduisonsdesdéplacements
virtuels � psr w � � zjpsr w�~ � psr w qui satisfontaux conditionsaux
limites: � psr{z w��ÿ� psr�� w(�§� . Au premierordreordreen � , la varia-
tion dela fonctionnelle


è
estcalcuĺeeà partir du développement


deTaylordel’int égrandetenintégrantparparties.Il vient¼ è � t � ÷��÷�� � psr w �� r ª ¬ ^¬ ¥� ¯ � r (5.8)


Pourquelavariationsoitnullequelquesoit le déplacementvirtuel� psr w , il fautdoncque�� r ª ¬ ^¬ ¥� ¯u� �� r ý ¥�� � ~ ¥� ® psr w þ �§� (5.9)


Pourquelavariationsoitnullequelquesoit le déplacementvirtuel� psr w , il fautdoncque�� r ª ¬ ^¬ ¥� ¯u� �� r ý ¥�� � ~ ¥� ® psr w þ �§� (5.10)


Développantle crochet,cetteéquationrevient à |�ï� � . La solutionestdoncunedroitedont la penteet l’or-
donńeeà l’origine sontcalcuĺeespourqu’ellepassepar Z et [ .
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5.1 Exercice:


Montrerquela droiteentreZ et [ repŕesenteeffectivementunminimumdela distance
è


.
Rép.Calculerla variationaudeuxìemeordreen �


5.2 Exercice:


Écrirel’ équationdifférentielledetouteslesdroitesencoordonńeespolaires.Vérifiezque ��� û �§õ��x�D�a�ç~P�]�������
estsolution.
Rép. û |û t ¥û � ¥û ® ~ û ®


I.1 Loi deSnell-Descartes


. Selonle principede Fermatla lumièretraversel’espaceentreun point Z et [ en un tempsminimal. Dansce
cas,lescheminsvirtuelscorrespondentauxtrajectoiresdesrayonslumineuxpourlesquelsle tempsdeparcoursserait
pluslong.Parsuite,le principedeFermatestun principed’extremum,etnousmontronsquela loi deréfractiondela
lumièreestuneconśequencedel’ équationsd’Euler.


Si l’espaceesthomog̀eneet isotrope,le cheminréelestunedroite.Parcontre,si l’espaceestinhomog̀ene,comme
c’estlecaspourdeuxmilieux d’indicesoptiquesdifférents,ousi il estanisotrope,commec’estle casdanslescristaux,
la trajectoiredesrayonslumineuxn’estplusunedroite.Pourunmilieu inhomog̀ene,la vitessedépenddupoint,alors
quepourun milieu anisotrope,elledépenddela direction.


Prenonsdeuxmilieux d’indice respectifr � et r ® . Poursimplifier lesnotations,noussupposeronsquel’interface
correspondauplan r �§� . Montronsqu’à l’interface1-2r � { Ð r p � � w��tr ® { Ð r p � ® w (5.11)


Plaçonsnousdansleplandesrayonslumineux,etdonnonsnous
é


pointsZ et [ quelconques,maisdontlescoordonńeessontfixéesunefoispour
toutes.Consid́eronsune courbejoignant Z et [ , et dont un élément
d’arc estdonńe par


� {
. Le tempsmis par la lumièrepourparcourircet


arcest } V]��WÞ� � WV � {� (5.12)


Par définition de l’abcissecurviligne,
� {


est reliée à l’ équationde la
courbe� psr w par � { � � � r ® ~ � � ® � � r � � ~ ¥� ® (5.13)


D’autrepart, la vitessede la lumièredansun indicederéfraction r psr w
est � p�r w8� �Ó ` ÷ b , de telle sorteque le tempsmis par la lumièrepour
parcourirla distanceZE[ surl’arc �½��� psr w est} VX��Wv� � ÷��÷�� �r psr w � ��~ ¥� ® � r (5.14)


��� ���
� 1  � 2


FIG. 5.2– Loi deSnell-Descartes
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Écrivonsl’ équationd’Euler, cequi donnela trajectoirecommeunesolutiondel’ équationdifférentielle�� r ý r psr w� ¥�� ��~ p�¥��w ® þ � � (5.15)


L’interprétationgéoḿetriquedecetteéquationestdonńeepar l’angle entrela tangentèa la courbe� psr w et l’axe � r .
Pardéfinition, } õ7r p � psr w¤wo� � �� r (5.16)


Utilisant cettedéfinition, l’ équationd’Euler revient doncà�� r � r psr w { Ð r p � psr w¤w��Þ� � (5.17)


Si le milieu a un indice de réfractionconstant,on retrouve quele cheminsoptiquessontdesdroites.Par contre,à
l’interface r �Â� dedeuxmilieux d’indice r � et r ® , on obtientunevariationdel’angle d’incidence


�
qui compense


la variationdel’indice derefractionr � Ì r psr w { Ð r p � psr w Í� r � � (5.18)


soit r � { Ð r p � � w ��r ® { Ð r p � ® w (5.19)


qui estla loi cherch́ee.


I.2 Loi deLaplace.


Consid́eronsuneinterfaceentredeuxphasesA et B denaturedifférente.C’est le casd’unegouttede liquide en
équilibreavecsaphasevapeur. Loin del’interface,unemoléculedetypeA ¨ ¨ voit © © unenvironnementdetypeA. Ap-
prochonscettemoléculeprèsdel’interface:sonenvironnementestmaintenantdifférent,puisqu’ellepeutmaintenant
interagiravecdesmoléculesdetypeB. Il y a donceu,d’unepart,travail pourdéplacercettemolécule.D’autrepart,
unemoléculedetypeA n’a pasla mêmeentropielorsqu’elleestlocaliśeeprèsde l’interfaceou dansle volume.Du
point de vue thermodynamique,on peutdoncassocier̀a l’interfaceun excèsd’énergie libre par rapportà la phase
homog̀ene,dontl’origine està la fois unediférenced’énergie d’interactionentreunemoléculeet sonenvironnement
etuneperted’entropie.


Si noussupposonsla région interfaciale infiniment mince pour être assimiĺee à une surfacebidimensionnelle
idéale,ce qui serale cassaufprèsd’une transitionde phasedu 2eordre,cet excèsd’énergie estproportionnelà la
surfacetotaldel’interface.La tensiondesurfaceestdoncproportionnellèa l’aire totalecomme2 � �(��� � m (5.20)


où
�


définit la tensiondesurfaceparélémentd’aire.


Pourdesraisonsli éesà la stabilit́e thermodynamique,le
signede


�
esten fait toujourspositif (si il étaitnégatif, le


syst̀emeaurait tendancea augmentersasurfaceet doncà
créerdesvillosités).
La tensionde surface caract́erise les propríet́es de deux
phasesenéquilibreetc’estunpotentielthermodynamique.
Elle dépenddoncde deuxvariables,dont l’une est la va-
riable ¨ ¨ thermique© © , soit la temṕerature  , alorsquel’autre
estla variable ¨ ¨ mécanique© © , soit la pression¡ . On écrira
donc


� p   � ¡ w .


corps
�


( �º� å£¢ Jm
å ® )


acetone
é;¤ �¦¥


benz̀ene
é;§ � �


dioxydede � � é
carbone


eau ¥ é �¦¥v¨
glycerine ¨ § �'©


FIG. 5.3– Valeurs dela tensiondesurfaceà
é �vª C.
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Pourétablir la loi de Laplace,exprimonsl’ équilibremécaniqueentrela différencede pressionset la tensionde
surface.Le profil d’équilibreestdoncceluiqui rendstationnairela fonctionnelle���«� � m t�pæ��(tìæ ® w �(�(� � ) � (5.21)


ss
D ¬


e 
FIG. 5.4–


Varionsle profil defaçon infinitésimaleet introduisonsun déplacement
normal �7®¯ à la surface non-perturb́ee. Les variations élémentaires
de surface et de volume accompagnantcette déformationde l’inter-
face dépendentde la géoḿetrie, et elles font intervenir la courbure.
Consid́eronsd’abordle casdela sph̀erederayon ° . Faisons° � °h~½� ,
la variationde la surfaceest


� m§�²±v}³°ø� , alorsquela variationdevo-
lumeest


� )É� © }³° ® � . Ona doncm ~ � mí�Âm Ê ��~�� é° Î (5.22a)


)�~ � )É�L) Ê ��~�� ¤° Î (5.22b)


cequi donneenannulantlestermesdu premierordreen � dans(5.21)æ���tìæ ® � é �° (5.23)


Pourunesurface,lesrayonsdecourburesontdéfiniscommelesrayons
desdeuxsph̀erestangentes̀a la surface.Cettedéfinition géńeralisela
courbure dansle plan. Pour unesph̀ere,cesdeux rayonsde courbure
sont évidemment́egauxau rayon de la sph̀ere. Dansle casd’un cy-
lindre, les géńeratricesétantdesdroitesparall̀elesà l’axe du cylindre,
l’un desrayonsdecourbureestinfini, alorsquel’autreestégalaurayon
du cercleperpendiculaireauxgéńeratrices.La formulepréćedente,une
fois géńeraliśeepourunegéoḿetrie arbitraire,donnea formuledeLa-
place æ���tìæ ® � � Ê �° � ~ �° ® Î (5.24)


Cetteformule est souvent présent́ee commeæ � t æ ® � é � (
, où


(
définit la courburemoyenne( � �é Ê �° � ~ �° ® Î (5.25)


´¶µ/·¹¸»º½¼¹¾ ¾¶¿/À¹ÁÂ�Ã Á»Ä½Å.Æ
Ç¶È/É.ÊË¶Ì/Í.Î


FIG. 5.5–


5.3 Exercice:


Retrouver cetteformuledansle casdela géoḿetriecylindrique.


Afin d’illuster la formule de Laplace,donnonsdeuxexemplestypiquesdesfilms de savon. On peutfacilement
réaliserdetellesexpériences̀a l’aide deliquide à vaisselle.
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5.3EXEMPLE:


Consid́eronsdeuxbulles A et B desavon en équilibre.Celles-ci
sontconnect́eesparun tube,detellesortequelesvolumessoient
en contact.Les deux bulles ont initialement la mêmetaille, et
la pressionest égalede part et d’autre.Consid́eronsune petite
fluctuationqui transfertdu volumede A versB. Le rayonde B
augmentedonc,alorsqueceluideA diminue.Utilisant la formule
deLaplace,on constatequesi le rayondeA diminue,la pression
à l’int érieur de A augmente,alors que la pressionà l’int érieur
de B, quant à elle, diminue.Puisqu’il existe une différencede
pressionentreles deux bulles, l’air emprisonńe à l’int érieur de
la bulle A serad’autantpluschasśe versla bulle B quele rayon
de A diminuera.L’ équilibreestdoncinstable,puisqu’unepetite
fluctuationtendà cequel’une desbullesait un rayonnul.


Ï
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FIG. 5.6 – Lesrayonsdesdeuxbulles
sont initialementles mêmes.La confi-
guration finale est indiqúee en poin-
till é.


5.4EXEMPLE:


FIG. 5.7– La cat́enöıde


Commedeuxìemeexemple,consid́eronsunfilm desavontendusurdeux
anneauxcirculaires.À conditionqueceux-cisoientsuffisammentrap-
proch́es,le film desavondessineunesurfacederévolutiondontla forme
estconnuedepuisEuler. Il s’agit d’unecat́enöıde.La surfaceétantou-
verteauxdeuxextrémit́es,il nepeutavoir dedifférencedepression.La
formuledeLaplaceexigedoncquelesdeuxdecourburesecompensent
pourqueleursommesoitnulle.Il s’agitenfait d’unesurfacedontl’aire
estminimale.Appliquanteneffet la définition dela courburemoyenne
(Cf. (5.25)),on saitquela variationde la surfacepourunetransforma-
tion � le long dela normaleestdonńeeparla formule(5.22a).Pourune
surfaceà courbure moyennenulle, cettevariationestnulle au premier
ordredanslesdéplacements,et l’aire totaleresteinchanǵeelorsdecette
transformation.


II Stabilit é de l’ équilibre


Dansla pratique,seulslesétatsd’équilibrestable,pourlesquelslesforcessontdesigneoppośeauxdéplacements,
sontobservables.Soit


è
l’ énergie libre d’un syst̀eme.Nousadmettronsqu’elle dépendfonctionnelementd’uneva-


riable � psr w prenantsesvaleursdansl’espacedespositions.Dansle casd’un interfaceliquide-gaz,la densit́e permet
dedistinguerchaquephase,puisqu’elleelle estplusélévéedansle liquide qu’elle nel’est dansle gaz.On dit qu’elle
estun ¨ ¨ param̀etred’ordre © © .
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Lecalculvariationnel,visantàrendrel’ énergieinterne2 extrémalevis à
visdesvariationsde � psr w , nes’intéressequ’auxétatsstationnaires.Dans
lecasdelafigureci-contre,les3 famillesdesolutionscorrespondentaux
3 extremaA,B, et C de


è
. Bien que Z soit un étatd’équilibrestable,il


estmoinsprobablequel’ étatC qui correspond̀a un minimum absolu.
L’ étatB, quantàlui, estunpoint ¨ ¨ col © © séparantlesdeuxétatspossibles.
Dansle casA, ondiraquele syst̀emeestmétastable.Oncomprenddonc
la necessit́e deplusieursfamillesdesolutions,pourpouvoir discuterles
mécanismesdebifurcationsauvoisinaged’unetransitiondephase.
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FIG. 5.8–


III Équilibr e souscontrainte


Le probl̀emevariationnelqui nousintéresseici diffère du probl̀emepréćedent.On cherchela fonction � zjpsr w
rendantstationnairela fonctionnelle è Ì � Í � � ÷ ¡÷ µ ^ Ì � psr w ��¥� psr w Í � r (5.26)


sousla contraintesuivante f Ì � Í � � ÷ ¡÷ µ$g Ì � psr w �?¥� psr w Í � r � C (5.27)


où C estuneconstanteimpośeepar l’expérience.La différencepar rapportaucaspréćedentestdueà la contrainte:
celle-ci restreintl’espacedesdéplacementsvirtuels possibles,puisquela variation � psr w � � z�psr w(~ÿ� psr w satisfait à
l’ équation(5.27).Nousallonsmontrerquepourrésoudreceprobl̀eme,il suffit d’introduire ¨ ¨ l’artifice math́ematique© ©
desmultiplicateursdeLagrange.


Pourrésoudrecetypedeprobl̀eme,on introduit la fonctionnelleannexeÕ Ì � �¦Ö Í � è Ì � Í ~ Ö f Ì � Í (5.28)


où Ö estunenombreréel.LeséquationsdeLagrangepourla fonctionnelle
Õ�� r ª ¬ p ^ ~ Ö g w¬ ¥� ¯ t ¬ p ^ ~ Ö g w¬ � �§� (5.29)


ont poursolutionsdesfamillesà deuxparam̀etresqui dépendent́evidemmentdu nombreréel Ö . Notons � ÓÙpsr��¦Ö w ces
solutions,l’indice r servantà indexer lesdifférentesfamilles.Le multiplicateurdeLagrangeÖ estchoisipourqueles
solutionssatisfassent̀a la contrainte.Autrementdit, Ö estsolutionde� ÷ ¡÷ µ$g Ì � Ó psr��¦Ö w � ¥� Ó psr��¦Ö w Í � r � C (5.30)
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DÉMONSTRATION:


Consid́eronsunedéplacementvirtuel ×�i . Au premierordreen ×�i , lesfonctionnellesØ et Ù varientcomme×=Ø 8	Ú
<�Û<TÜ ×BiÞÝ ß¹à AnáIâ (5.31a)×=Ù 8	Ú
<�Û<TÜ ×�iãÝ ä?à AnáIâ (5.31b)


où nousavonsemployé la notation Ý ß¹à A 8 5 ß5 iæå ááIâ&ç 5 ß5éèiëê (5.32)


pour la dérivée fonctionnelle. Pour poursuivre, transformonsles
intégralesen sommesdiscr̀etesavec un pas ì â . Les variations ×BØ et×=Ù sontnulles,si les valeurs ×�ixí desdéplacementsvirtuels prisesau
points


â í , â µãî â í î â ¡ obéissentsimulatańementauxdeuxéquations
( i í 8 iDï â í�ð ) ñ í ×Bi í Ý ß�à Acò 8 ó (5.33a)ñ í ×�ixí"Ý ä?à A ò 8 ó (5.33b)


Du pointdevuegéoḿetrique,leséquations(5.33a)et (5.33b)décrivent
deuxhyperplans.Donnonsnousun déplacementvirtuel ×�ixí respectant
la contrainte,c’est-̀a-direappartenant̀a l’hyperplan(5.33b).Pourquela
variationde Ø soitaussinulle,il fautquecedéplacementappartiennent
aussia premierhyperplan,décrit par (5.33a).Cetteconditionne peut
êtresatsifaite quesi les deuxhyperplanssont identiques,c’est-̀a-dire
quesi les coefficients Ý ß¹à A ò et Ý ä?à A ò sontproportionnels.Pourque le
probl̀emeait unesolution,il fautdoncqu’il existeun réel ô tel queÝ ß¹à A @ ôëÝ ä?à A 8	ó (5.34a)


avec Ú
<�Û<TÜ äEÝ iDï â ðcõ èi;ï â ð à áIâ 8 C (5.34b)


öæ÷�øéùûúBø�ü=ýûþuÿ�ù��ù�����úvù�� ý�ÿ�ù��


ö	÷�ø�ùûúBø�üBýûþuÿ�ù��ù��	��úûù�� ý�ÿ�ù�

FIG. 5.9 – Si les deux hyperplans
ne sont pas identiques,il existe des
déplacementsvirtuels respectant la
contrainte, sansque


è
soit extrémale.


5.2 Remarque:


Nousavonsdiscut́e le casdu calcul variationnelsousuneseulecontrainte.Certainessituations
peuvent exiger qu’il faille chercherles extremad’une fonctionnellesousplusieurscontraintes.
Danscecas,on introduit autantdemultiplicateursdeLagrangequ’il y a decontraintes.Celles-ci
sonttoutesajust́eespourquela solutionsatisfassentauxcontraintes.


5.5EXEMPLE:


Consid́eronslesfiguresd’équilibred’unecoqueimperḿeableet inextensible.Le probl̀emea deuxcontraintes,
qui sontle volumeemprisonńeetla surfacetotaledelacoque.Lesdeuxparam̀etresdeLagrangesontla pression
et la tensiondesurfacedela formed’équilibre.
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III.1 Discussion


La proćedureconsistant̀a introduireun multiplicateurdeLagrangeintervientsouvententhermodynamique,lors-
qu’il s’agit dechoisir la ¨ ¨ bonne© © fonctionthermodynamique.


Consid́erons,parexemple,unsyst̀emeenéquilibreavecunréservoir qui imposeunepressionæ  . Noussupposons
l’ensemblesyst̀eme+ réservoir totalementisolé.Sonénergie internenepeutdoncvarier. Autrementdit,� 2� � � 2�� � 2  �§� (5.35)


Lors d’unevariation
� )  � � ) du volumedu réservoir, cettepressiontravaille, et


� 2  � t�æ  � )  . Parconśequent,̀a
presssionfixée,l’ étatdusyst̀emeestunextremumde� pq2�� 2  w�� � 2 tìæ  � )  � � 2�� æ  � ) (5.36)� � pq2�� æ  ) w (5.37)


Et donc: lorsquela pressionest fixéede l’extérieur, l’ état du syst̀emeestun extremum(minimum) de l’enthalpie
( � 2��íæ ) . Si nousdésironsminimiserà volumeconstant,nouscherchonsd’abordle minimumde


(
à æ fixé,


puis nousajustonsæ pour que le volumeait la valeurdésiŕe. On retrouve donc la formulationvariationnellede la
thermodynamiqueenchoisissantla ¨ ¨ bonne © © fonctionthermodynamique.


IV Capillarit é


La forme d’équilibre desgouttesliquides est un probl̀emequi fait intervenir desénergies interfacialeset des
conditionsderaccordement.L’ énergiedesurfaceassocíeeàuneinterfacetendàcontracterl’aire totaledecontactentre
lesdeuxsubstances,detellesortequele profil macroscopiquedel’interfaceestunecourbedouce,dontlesconditions
de raccordementssontfixéespar desparam̀etresphysico-chimiques.Dansla suite,noustraitonsle probl̀emede la
forme d’équilibre d’une gouttepośee sur un substrat,l’approchechoiseservant à illustrer les principesdu calcul
variationnel.


IV.1 Intr oduction


Le probl̀emequi nousintéresseestla formed’unegoutteliquide,dedensit́e � , lorsqu’elleestdépośeesurunsub-
strat.Onsupposeraquela goutteestimmergéedansuneatmosph̀eredepressionuniformeæa� . À l’ équilibremécanique,
la formedela goutterésultedela balanceentre2 effets


1ª Lesefforts desurface.On associèa l’interfaceliquide-airuneénergie proportionnellèa la surfacedecontact.
Si
�


estla tensiondesurface,cettecontribution apourexpression��� � � � m (5.38)


La tensiondesurfaceétantpositive, l’ énergie desurfacetendà diminuerautantfairesepeutl’aire decontactentrele
liquideet l’atmosph̀ere.Pourl’analysedimensionnelle,


�
a la dimensiond’uneénergie parunité desurface.


2ª La gravité cherche,quantà elle, à ¨ ¨ pousser© © le liquide versle substratpourdiminuerla fractionvolumique
deliquide à la côte � ÈÒ� . La densit́e dufluide étant� , celle-ciapourexpression��� �(�(� � � � ) (5.39)


La gravité et la capillarit́e ontdoncdeuxactionsantagonistes.La pressioǹa l’int érieurdu fluide étantconst t ��� � , il
suffit deremplaceræ parcettedernìereexpressiondansla formuledeLaplace.
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Enfin,le liquideétantsuppośe incompressible,le volumetotaldela goutteestunedonńeeduprobl̀eme.Onadonc
la contraintesurla quantit́e dematìere �(�(� � � � ) � Constante (5.40)


qu’on introduit parle biaisd’un multiplicateurdeLagrange,not́e ¡ .


IV.2 Relation de Young-Dupré


Consid́eronsun liquide prèsd’uneparoisolide.Le liquide fait un angle ~ le long dela ligne deraccordementz .
Pardéfinition,cetangleestceluidela normaleà la surfaceduliquideetdela normaleà la lignederaccordement.Pour
la surfacem nondéforḿee,Z �°��� å ��Ë�� estl’aire decontactentrele solideet le liquide, Z �°��� å�� � � estl’aire decontactentre
le solideet le gaz.Si


� �Ö��� å ��Ë�� et
� �Ö��� å�� � � sontlestensionsdesurfacesassocíeesrespectivementà cesdeuxinterfaces,


l’ énergie superficielledu solideestà uneconstanteadditive près


FIG. 5.10 – Coupe transversale: les
lignes de arccordement z et z Õ sont
perpendiculairesau plandela figure.


e �a
� ��


!
!#"


� �°��� å �HË�� Z �°��� å ��Ë�� � � �Ö�q� å�� � � Z �°��� å�� � � (5.41)


Supposonsmaintenantquela surfacevienneen m Õ , le contourvenanten z Õ .
Soit $ la longueurprisesuivant la normaleà m permettantdepasserde m àm Õ . Aprèscettedéformation,lesairesdecontactsolide-gazetsolide-liquide
ont chanǵe. Supposonsla variationinfinitésimale,nousavonsparunité de
longueurdansla directioperpendiculaireauplandela figure� Z �Ö��� å ��Ë�� � t � Z �Ö��� å�� � � � � $��� ��~ � z (5.42)


Pour calculer la variation d’énergie superficielledansla zonede contact
liquide-gaz,il fauttenircomptedel’accroissementdel’aire decontactentre
lesdeuxmilieux. On trouve immédiatement � �x�D� ~ $������~ � z (5.43)


la formed’équilibreadopt́eeparla surfacedu liquideesttellequel’ énergie totaleestminimale.Au premierordre
en $ , la variationd’énergie totalepourun déplacementinfinitésimalle longdela normalestdoncnulle.D’où� p � �°��� å�� � � t � �°��� å �HË�� � � ��Ë�� å�� � � �x�D�E~�w $�x�D�E~ � z � � (5.44)


qui doit êtrevalablequelquesoit $ le long dela lignederaccordement.On endéduit la conditiondeYoung-Dupŕe� �°��� å�� � � t � �°��� å ��Ë�� � � ��Ë�� å�� � � �x�D�E~ (5.45)


qui déterminela conditionderaccordementsur la paroisolide.Lestrois tensionsdesurfacesontcaract́eristiquesdu
syt̀eme.Il s’ensuitquel’angle ~ deraccordementestaussicaract́eristiquedescorpsemployés.Lesvaleursde ~ pour
quelquescorpstypiquessontrassembĺeesdansle tableauci-dessous.Onnoteraquecesvaleurssontdonńeespourdes
corpspurs ¨ ¨ libres © © detoutecontaminationmêmeinfime.


Lorsquel’anglederaccordementestnul, on dit quele liquidemouille la paroi.


5.3 Remarque:


Onremarquequela gravitén’intervientpasdansle probl̀emedela déterminationdel’anglederac-
cordement.On peuts’enrendrecompteenremarquantquelesvariationsdevolumesontdesinfi-
nimentspetitsd’ordresuṕerieurà $ (la variationdevolumeestdueàl’ajout dutriangleélémentaire
decôté $ ).
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Liquide - solide anglede
contact


Benz̀ene- verre � ª
Ether- verre %'&ûª


Huile deparaphine- verre
é & ª


Eau- verre(propre!) � ª
IV.3 Forme d’ équilibre


Le profil d’équilibreestdonccelui qui rendstationnairela fonctionnnelle�(� � � m � ���� ����� � � � ) t ¡ �(��� � � � ) (5.46)


où le rapport( ® � � �)��� a lesdimensionsd’un carŕe d’unelongueur.


L’int ér̂et de cette échellede longueurest qu’elle donnela taille caract́eristiqueau-del̀a de laquelle les effets
gravitationnelsdoiventêtreprisencompte. Si ° estla taille typiquedela goutte,l’ordredegrandeurdelacontribution
dueà la gravité estcalcuĺeeenignorantlescontributionsangulairesdansla deuxìemeintégrale�(��� � � � )+* ��,- û ¢¦� û * °/. (5.47)


Quantà l’int égraledesurface,il estfaciledemontrerqu’elle estproportinnelleà ° ® . Comparantlesdeuxcontribu-
tions,leseffetsdegravité sontnégligeablespourdestaillescaract́eristiquessuffisammentpetite, °102( , alorsqu’ils
sontimportantsdansl’autre limite.


Si °30 ( , on peutdoncnégliger la contribution dueà la gravité dansl’ énergie potentielle.L’ équationd’Euler
n’estautrequel’ équationdeLaplace ¡ � � Ê %° � � %° ® Î (5.48)


maisoù ¡ n’estqu’un multiplicateurdeLagrange,qu’il faudraajustera posterioripoursatisfaire à la contraintesur
la quantit́e dematìere.Lesdeuxrayonsdecourbureétantconstants,la formed’équilibreestunecalottesph́erique.


Si les effetsdegravité nesontplus négligeables,il faut remplacer¡ par ¡ t3� �)( ® dansl’ équationdeLaplace.
L’ équationquedoit satisfaire le profil � estdonc %° � � %° ® � �( ® � ¡ (5.49)


Dansce cas,l’analyseanalytiqueestcompliqúee,et il estpréférablede recourirà la simulationnumérique.La
Figureci-dessousmontrel’influencedela gravité surla formed’équilibre.Onreconnâit bienl’influencedela gravité
qui tendàpousserla gouttesurle substrat,toutenmaintenantunanglederaccordementconstant.


FIG. 5.11– Sansgravité FIG. 5.12– Avecgravité
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V Équilibr e desfils


Lesdeuxsectionssuivantessontconsacŕeesà desexemplesde calculsdesvariations,où les formesd’équilibre
doiventrespecterdescontraintesimpośeesdel’extérieur. Dansle premierexemple,ons’intéresseauprobl̀eme ¨ ¨ clas-
sique © © , de la forme d’équilibre d’un fil pesant.Le deuxìemetraite du casde l’ équilibre hydrostatique.Cesdeux
exemplesdiffèrentde par la natureet par la directiondesforcesmisesen jeu. Si dansle premiercas,la force de
gravité a toujoursunedirectionfixe, la forcedepressionhydrostatiqueest,elle, toujoursdirigéesuivant la normaleà
l’interface.Cesdeuxcasdefigureillustrentl’emploi desmultiplicateursdeLagrange.


V.1 Position du problème


Introduisonsla méthodeparunexempleconcret.Un fil, dedensit́e � , esttenduentredeuxpoints Z et [ , où deux
bobinespermettentdecontr̂oler la longueur


�
du fil dérouĺe. La distancèa vol d’oiseauentre Z et [ est


é �
, cequi


définit la port́ee.En raisonde la gravité, on a évidemment
� È é �


. Nousdésironsdéterminerle profil du fil 4 psr w ,
lorsquele fil estsoumisà la pesenteur, dirigéesuivant la direction ��4 .


L’ étatdu syst̀emeestdoncdéfini par la variablemacroscopique
�


. Un
FIG. 5.13–


5


687
9


déplacementvirtuel


¼ �
decettevariablenécessiteun travail  � ÷ � ñ ¼ � (5.50)


où   � ÷ � est la tensionextérieure au syst̀eme qui est appliqúee par l’in-
termédiairedesdeuxpoulies.Lorsquela valeurde la tensionestdonńee,
c’est la variable


�
qui s’ajuste,alorsquepour


�
donńee,c’est la tension


qui s’ajuste.La tensionestdoncle multiplicateurdeLagrangeassocíe à la
longueur


�
. Autrementdit,   dépendde


�
, et la relationqui la relationqui


permetd’exprimer   enfonctionde
�


estdéfiniecommeunerelationd’état.
Noustrouvonsl’ équationdu profil dedeuxfaçonsdifférentes:l’une fait in-
tervenir l’ équilibremécaniquedesforces,alorsquel’autre s’appuitsur un
argumentvariationnel.


V.2 Équilibr e desforces


Isolonsun élémentdelongueur
� {


. Pourmaintenirsonprofil ¨ ¨ enétat © © , nousdevonsappliquerunetensionaux
deuxextrémit́es.Cesdeuxtensions,not́ees: p { w et : p { � � { w , sonttoutesdeuxdirigéessuivant lestangentesen


{
et{ � � { . La balancedesforcesfait intervenir cesdeuxtensions,ainsiquele poids ��� � { dirigé suivant ��4 . La projection


suivant � r et ��4 fait intervenir lescosinusdirecteurs
� r � � { et


� 4 � � { . En un point d’abcisse
{
, lescomposantesdela


tensionontdoncpourvaleur


;=<
;?>


;A@


FIG. 5.14–


  p { w � r� { (5.51a)  p { w � 4� { (5.51b)


Les composantesde la tension au point d’abcisse
{ � � {


s’obtiennentpar
développementdeTaylor, detellesortequelesdeuxcomposantess’écrivent


Suivantox:   p { w � r� {�� � { �� { ª   p { w � r� { ¯ (5.52a)


Suivantoy:   p { w � 4� {B� � { �� { ª   p { w � 4� { ¯ (5.52b)
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Exprimantalorsl’ équilibredesforcesaucentredegravité donnel’ équationà la-
quelledoit satisfaire le profil


Suivant � r :
�� { ª   p { w � r� { ¯ � � (5.53a)


Suivant ��4 : �� { ª   p { w � 4� { ¯ � ��� (5.53b)


Résoudrela premìereéquationestimmédiat:introduisonsle param̀etre   - , il vient d’apr̀es(5.53a)


  p { w��   - ª � r� { ¯ å � (5.54)


d’où �� { ª � 4� r ¯h� |4� % � ¥4 ® � ���  - (5.55)


Pourfixer leséchellesdelongueur, introduisonsle param̀etre( - �   -��� (5.56)


La solutiongéńeraledonnantle profil 4 psr w estdoncunefamille à deuxparam̀etres4 psr w�� Z � ( - �x�D�DC Ê r( - � [ Î (5.57)


où les deux constantesd’intégration Z et [ , ainsi que le param̀etre d’échelle ( - , sont détermińes au paragraphe
suivant.


V.3 Principe variationnel


Pourdévelopperl’argumentvariationnel,nousposonsle probl̀emedela façon suivante:étantdonńeela longueur�
du fil, déterminonsle profil dela cordequi optimisel’ énergie potentielledegravité.


Pourceprobl̀eme,il estpréférabled’utiliser lescoordonńeescart́esiennesr�� 4 plutôt quele paraḿetragestrictede
l’abcissecurviligne


� {
. Lesdeuxsontreliésparla relationhabituelle� { � � r � % � ¥4 ® (5.58)


On tient comptede la contraintesur la longueuren introduisantun multiplicateurdeLagrange  . Le potentielqu’il
fautrendreextrémalestdonc è Ì 4 Í � � ä Kå K ��� � { t   � ä Kå K � { �E��� � ä Kå K p 4 � ( - w � { (5.59)


où nousavonsred́efini la longueurcaract́eristique( - Ü   �)��� paranalogiesavecle paragraphepréćedent.


Pourles deuxcasde figure (   donńeeet
�


s’ajustantou
�


donńeeet   s’ajustant),il faut résoudrel’ équation
d’Eulerassocíeeà la fonctionnelle(5.59).Soit,�� r ý p 4 � ( - w ¥4p % � ¥4 ® w ¡à þ � F % � Ê � 4� r Î ®HG ¡à (5.60)
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dontla solutiongéńeraledépendde
é


constantesqui serontdétermińeesparlesconditionsauxlimites.


On vérifie quela solutiongéńeraleestdu mêmetypequel’ équation(5.57)duparagraphepréćedent.4 psr w(� t  ��� � ~ �x�D�IC Ê rJ� �~ Î
(5.61)


L’argumentvariationnelet le principed’équilibredesforcesdonnentdoncle mêmerésultat.Resteà déterminerles
constantesd’intégrationenfonctiondesparam̀etresduprobl̀eme.D’unepart, ~ estpositif, puisqueZ et [ sontsitués
à la côte 4v� � . D’autre part, la symétrie paire r � t r implique �ÿ� � , alorsquel’autre condition, 4 pLK � wø� � ,
donnela relationentre~ et   t  ��� � ~ �x�D�IC Ê �~ Î �§� (5.62)


Enfin, l’excèsdelongueursecalculeenexprimantquela longueurtotaleestl’int égralesurl’abcissecurviligne� � � � { � é � ÷ ³ K÷ ³ -
F % � Ê � 4� r Î ®HG ¡à � r � é ~3�����MC Ê �~ Î (5.63)


Comme ~ est une fonction de   par 5.62, on a donc bien une relation entre   et
�


. Celle-ci peut être traćee
numériquement(Cf. Fig. V.3 ). Néanmoins,lesdeuxcaslimitessuivantspermettentdepoursuivre la discussion


1ª Pour ~ �ON
, nousavons ��� ��C á KP â?Q� KP . Donc,d’apr̀esl’ équation5.63,la longueur


�
tendvers


é �
. La corde


estdonctendue.Dansle mêmetemps,la tension,elle,tendversl’infini:   Q ~ �RN (cf. Eq.5.62).Pourdiminuerla
courburedela cordedueà la gravité, il fautla tendrela pluspossibleet,géńeralement,la cordecasseñºñºñ


2ª Lorsque ~ estfini, la courbe 4 psr w commencèa accentuersonminimum en r � � . L’ équationde la corde
s’obtientfacilementcomme 4 p�r w�� ~ Ê �x�D�ICTS r~VU t �x�D�IC Ê �~ ÎÝÎ (5.64)


et la différencedehauteurentrel’origine et celledu point Z estdonńeepar 4 p �=w<�²~ á % t �x�D�IC á KP âxâ Q � t K à® P . La
flèches’accentuedoncaufur et àmesureque W'~XW décrôıt, tandisque,par5.62,la tensiondécrôıt.


YY)Z []\Y^Z`_
Y)Z`_D\Y^Z YY)Z YH\
Y^Z aY)Z a]\Y^Z b


_ Y a b \ c d e f _D[ _H_
gihkj


l�hDm]n
FIG. 5.15– Variation dela longueur


�
dela châinetteenfonctiondela tension  .
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VI Équilibr e souspressionhydrostatique


VI.1 Description du problème


Onremplit d’eauunerigoleconstitúeed’unebâcheimperḿeablefixéeàdeuxtigesparall̀elesTT. Celles-cisontà
unedistancefixe


é �
. Un mécanismepermetdedérouleroud’enroulerla bâcheautourdesdeuxtiges.Poursimplifier,


onsupposerale syst̀emeinvariantsoustranslationdansla directionperpendiculaireauplandela figure,la bâcheétant
repliéeà l’infini pouremp̂echerquel’eau nes’écoule.Un réservoir, parexemplela pluie!, permetd’assurerquele la
rigole esttoujoursremplie,la surfacelibre del’eau étanttoujoursà la côte � - � � . Le probl̀emeestdedéterminerle
profil � - p 4Àw dela bâchepourun excèslongueur


�
, parrapportà la situation


� �ÿ� , donńe.


oTprq
FIG. 5.16– Formed’équilibre d’unerigole


Les deuxrouleauxTT agissentdonccommeun réservoir de surfacepour le syst̀emeconstitúe de la portion de
bâchedérouĺeeentrelesdeuxpoints Z et [ , situésdepartetd’autredel’origine. On peutdonccontr̂oler la longueur�


dérouĺeeparl’intermédiairedela tensiondesurface  . Rectifiantl’ élémentd’arc,celle-cin’estautrequel’abcisse
curviligne � � � ä Kå K � 4 F % � Ê � � -� 4 Î ®HG ¡à (5.65)


L’expériencenousassureque
�


estfonctionde   , c’est-̀a-direque
�


s’ajusteà   . Du pointdevuedela thermody-
namique,la tensionet l’excèsde longueursontdoncdeuxparam̀etresthermodynamiquementconjugúes.La tension  estl’ énergie qu’il faut dépenserpour transf́ereruneunité de longueurdu réservoir versle syst̀eme,et c’est donc
l’analogued’un potentielchimique.Dansle sch́emadu calculvariationnel,  apparâitra commeun multiplicateurde
Lagrangequ’il fautajusterpourquela formed’équilibresatisfassèaun excèsdelongueur


�
donńe.


VI.2 Mise en équation


La formed’équilibrerésulteeneffet dedeuxeffetsantagonistes:


1ª d’unepart,la tension  appliqúeeparall̀elementauxdeuxtigesoù la bâcheestenrouĺee.Celle-citendàréduire
l’excèsdesurfaceparrapportà unprofil plan,parall̀eleà l’axe � r ;


2ª d’autrepart,chaquéelémentd’arc
� {


estsoumisà la pressionhydrostatiquedueaufluide le surmontant.Pour
calculerla contribution du poidsdu fluide à l’ énergie potentielle,isolonsunecolonneélémentaires’appuyantsur
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l’ élémentd’arc
� 4 situé à la côte � - . La forcedueaufluidesurunélémentd’arc


� {
estdoncdirigéesuivantla normale


à l’ élémentd’arc. Le probl̀emeétantinvariantsoustranslationdansla direction � r , nousraisonneronspar unité de
longueurdansla direction � r . Chaqueélementde hauteur


� � localiśe autourde la côte � contribue de t ��� � � � . La
contribution dela gravité à l’ énergie potentielled’unecolonneélémentaireestdoncs t � � µ- � � ��� �ut � 4 � t ���é � ®- p 4�w � 4 (5.66)


Pourdéterminerle profil d’équilibre,exprimonsquel’excèsd’énergie dueà


v�w
v�x


FIG. 5.17–


l’interfaceestexactementcompenśeeparla gravitédufluideprésentdansla rigole.
Raisonnanttoujourspar unité de longueurdansla directionperpendiculairèa la
figure,l’ énergie potentielleestdoncunefonctionnelledu profil


  � ä Kå Kzy 4 % � Ê y � -y 4 Î ® t ���é � ä Kå K{y 4 � ®- (5.67)


La conventiondesignechoisiedanscetteéquationestévidente.Pourquela ten-
sionpuissecontrebalancerla gravité, il faudrachoisir   È � . Pourdéterminerla
dimensionde   , rappelonsquel’ énergie estcompt́eeparunité de longueurdans
la direction � r :   estdoncl’analogued’unetensiondesurface,puisqu’il a la di-
mensiond’uneénergie parle carŕe d’unelongueur.


Traduisonsla conditiond’équilibrecommela configurationrendantl’ énergie potentiellestationnairevis àvis des
petitsdéplacements.Commela bâcheestenrouĺeeautourdesdeuxrouleauxTT, lesvariationsadmissibles,� - p 4�wA|� - p 4Àw � $ p 4Àw , s’annulenten 4½� K y , $ pLK y w��§� .


Pourdéterminerle profil d’équilibre,il suffit alorsd’écrirel’ équationd’Euler pourla densit́e d’énergie libre


^ �   % � Ê y � -y 4 Î ® t ���é � ®- p 4Àw (5.68)


soit, yy 4 Ê ¬ ^¬ ¥� - Î t ¬ ^¬ � - �§� (5.69)


Explicitantcetteéquationdifférentielle,l’ équationdéterminantle profil fait intervenir le rayondecourburede � - p 4�w|� -á % � ¥� ®- â�} à � t ���  � - avec   ÈÒ� (5.70)


VI.3 Approximation despetits déplacements


Cetteéquationestnon-lińeaire,puisquela sommededeuxsolutionsparticulìeres�j��p 4�w ��� ® p 4�w n’estpassolution.
Pour poursuivre, il est d’abord préférablede restreindreau casoù la port́ee � - est petite devant toutesles autres
longueurscaract́eristiquesdusyst̀eme.Pourêtreplusprécis,exprimonsquelapentemoyenne, ¥� - , s’obtientenfonction
dela port́eemaximale ¥� - � �'~ � ÷é y 0�% (5.71)


Danscecaslimite, l’ équationdifférentielledonnantle profil estlinéaire|� - � t ���  � - (5.72)
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cequi permetdedéfinir uneéchelledelongeurcaract́eristique( �  ��� (5.73)


  étanthomog̀eneà uneforceparuneunité delongueur, on retrouve bienque ( esthomog̀eneà unelongueur. Dans
l’Eq. (5.72),c’estla seulelongueurqui intervientdansle probl̀eme:onenconclutque  fixelesvariationsdela port́ee� - parl’intermédiairede ( . Écrivonseneffet la solutiongéńeralecomme� - p 4Àw�� Z&�x�D� Ê 4 ( � � Î (5.74)


où lesdeuxconstantesd’intégration,Z et
�
, doiventêtrechoisispoursatisfaireà la fois auxconditionsauxfrontières,� - pLK y w(�§� , et à la contrainte� donńe.


Le profil étant invariant sousla symétrie de réflexion 4�| t 4 , nousavons
� � � . La fonction sinus étant


périodique,seulela solutionprésentantun uniqueminimum est retenue.Les autressolutionscorrespondent̀a des
extremade l’ énergie potentielle,et ellesdonnentdesétatsd’équilibreinstablesqui nepeuvent êtreobservables.On
détermineainsila valeurde ( ( � é y} (5.75)


Utilisant la relation(5.73),la valeurdela tensiondesurface   estdoncobtenuecomme §� ©} ® ��� y ® (5.76)


Pourdéterminerle profil, il ne resteplus qu’à calculerla constanted’intégration Z . Celle-ci s’obtientà partir de la
conditionsur la longueur � , que l’on peut facilementcalculerdansla limite despetitesdéformations( Z �)(�0 % )
comme � � � ä Kå K y 4 % � Ê y � -y 4 Î ® (5.77a)� � ä Kå K y 4 Ê % � Z ®é ( ® ��� � ® 4 ( Î (5.77b)


Cequi permetdedéterminerla constanteZ enfonctiondela contrainte� comme


Zÿ� t ( é Ê � y t é Î (5.78)


On retrouve bienquela port́eediminuelorsque� tendversl’espacement
é y , cequi justifie, a posteriori,l’approxi-


mationdespetitsdéplacements.


Pourconclurecettesection,remarquonsquela tension  , tellequ’elleestdonńeeparl’ Éq.(5.76)estindépendante
de l’excèsde longueur � . Il ne s’agit en fait qued’un résultatasymptotique,uniquementvalabledansla limite où�'~ � ÷�| � . Nousverronsdansla paragraphesuivant quela solutionnumériquede (5.70) exige que l’on ajustela
tensionlorsquela port́eemaximalen’estplusinfinimentpetite.


VI.4 Discussionnumérique


Cettesolutionanalytiquen’estvalablequedansla limite où la variationdu profil estpetitedevant l’espacementy . Si l’on désireconnâitre le profil pouruneexcèsdelongueur� arbitraire,il fautintégrernumériquementl’ équation
différentielle(5.70).
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Introduisonsla variableauxiliaire ��� r w�� y��y r (5.79)


pourseramenerausyst̀emedu premierordre


y��y r � �
(5.80a)y �y r � t �(r��� % � � �]� } � (5.80b)


Du point de vue numérique, résoudreun tel syst̀eme ne poseaucunprobl̀eme. La solution dépendde deux
constantesarbitrairesqui sontnumériquementajust́eespoursatisfaireauxconditionsauxlimites.Connaissantla dis-
tancey �+% , onsedonne� ~��I� etonajuste( pourtrouver � � y ��%�w = 0.Ceciétantfait, onpeutcalculer� , c’est-̀a-dire� � (=w . On peutainsibalayertoutela gammedesprofils enallantdespetitesdéformationsauxgrandsdéplacements.
Cetteméthodedetir esttrèsefficaceetpeutêtrefacilementmiseenoeuvre.


C’esteffectivementl’algorithmequi ét́eutilisé pourtracerlesformesd’équilibredesfigures5.18et5.19.Lorsque� approche� y ��� , la solutionnumériques’approchedela formesinusöıdaledel’approximationlinéaire.Mais très
rapidement,le ventresecreusepourfaireapparâitre un profil presqueplatauniveaudela port́eemaximale.


����� �������� ���������� ���� ����� ���¢¡����� ���£������ �������� �¤�¤������ �¤�¤ ����� �¤�L¡����� �¤����


�¥� ����� � �����   ����� ¡ ����� � � ��� � ��� ¡ ���   ��� � �
¦£§�¨ ©�ª


©
FIG. 5.18 – Pour cettevaleur de («� �¬ , la solu-
tion nuḿeriqueseconfondavecla solution � � r wV�t®°¯± ��²H³�´ S°µ ¶ U . On a y �+% .


·¥¸·º¹
·�»·¥¼
·�½¾


·�½ · ¾À¿ Á · ¾k¿ Â · ¾À¿ ¹ · ¾k¿ ¼ ¾ ¾À¿ ¼ ¾À¿ ¹ ¾À¿ Â ¾À¿ Á ½
ÃLÄ�Å`ÆÀÇ


Æ
FIG. 5.19– Pour cettefigure, (��+% ¯ & avecy �+% .


VII Casoù lesbornessont libr es


Le casde figure qui nousintéressemaintenantdiffèredessituationspréćedentesen raisondesconditionsaux
limites.Jusqu’̀aprésent,nousavonstoujoursconsid́eŕequelavaleurdela fonction È � r w auxdeuxbornesdel’intervalle
d’intégrationétaitfixe.Nouspermettonsmaintenant̀a la fonction È � r w devarierauxbornes.Poursimplifier l’ écriture,
nousposonsle probl̀emedela façon suivante:


PROBLÈME: Parmi touteslesfonctionsÈ � r w dontla valeuren É estfixée,cherchonslesconditionssur È � r w pour
quela fonctionnnelle ÊÌË È�Íu�{Î �ÐÏ�'Ñ«Ò Ë È � r wÀÓ^ÔÈ � r w¤ÍÕ r (5.81)


soit extrémale,sachantquela valeurde È en r � r � estlibre devarier.
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Nousdémontronsle théor̀emesuivant:


5.1 Théorème:


Si È � estlibre devarier sur la courbeÈB�×Ö � r w , alors F eststationnaire si et seulementsi :


1. È � r w statisfaitauxéquationsd’Euler;


2. Ò�ØÚÙ ÔÖ � r w t ÔÈ°Û�Ü]ÝÜ	Þµ �  en r � r � .
5.6EXEMPLE:


On sedonneun plan vertical contenantunecourbe(L). Partant
avec unevitessenulle du point A, un mobile glissesuivant une
courbe(C) pourarriveren(L). Onseproposedetrouver la trajec-
toire (C), tellequele tempsdetrajetentreA et (L) estminimal.
Si ß estla vitessedu mobileenun point del’arc C, le tempsmis
pourallerdeA enB, situé sur(L) estdonńe par


tA à B � Î B


A


Õâáß (5.82)


Si ã estla massedela particule,la variationd’énergie cinétique
correspondau travail de la force de pesenteur. Sachantque le
mobile part avec unevitessenulle, la conservation de l’ énergie
totalemontreque la vitesseest fonction de l’alitutde È commeß��åä �)æ�È . On peut donc écrire le tempstotal du trajet (AB)
comme


tA à B � ç� ��ãTæ�w Ï� Î B


A
çÈ Ï� � ç Ø ÔÈ � � Ï� Õ r (5.83)


Le probl̀emeestdoncdetrouver la trajectoireÈ � r w qui minimise
la fonctionnelle(5.83),sachantquele point B nepeutvarierque
surla courbe(L).


è
é
ê¤ë=ì


FIG. 5.20 – Brachistochrone: il s’agit
de trouver la trajectoire la plus ra-
pidepour aller du point A et couperla
courbe(L). La trajectoire intersecte(L)
à angledroit.


Calculonsla variationdela fonctionnelle(5.81)pourun déplacementvirtuel ÈTíîÈ Ø�ï È , avec r	ð í r	ð Ø�ï r�ð .
Au premierordredanslesdéplacements,l’int égralesur


Ë r ð Ó r ð Ø�ï r ð Í nefait intervenir que Ò Ë ÈñÓ)ÔÈâÍ . On adoncÎ �ÐÏ¤òuó��ÐÏ�'Ñ Ò Ë È � r w Ø�ï È � r wÀÓ)ÔÈ � r w Ø�ï ÔÈ � r w¤ÍôÕ r �Ê Ë È�Í Ø Î � Ï� Ñ Ò Ë È � r w Ø�ï È � r wÀÓ�ÔÈ � r w Ø�ï ÔÈ � r w¤ÍÕ r Ø Î � Ï òuó�� Ï� Ï Ò Ë È � r wÀÓ)ÔÈ � r w¤Í�Õ r (5.84)


La deuxìemeintégraledans(5.84)estélémentaire,puisqueï r ð estinfinitésimal.On adoncÎ �ÐÏ¤òuó��ÐÏ�ÐÏ Ò Ë È � r wÀÓ)ÔÈ � r w¤ÍÕ r � ï r�ð Ò Ë È � r�ð wÀÓ^ÔÈ � r�ð w¤Í (5.85)


Quantà la premìere,nousdevonstenir comptequela variation ï È � r�ð w n’estpasnulle. Intégrantparpartie,on adoncÎ �ÐÏ�'Ñ Ò Ë È � r w Ø�ï È � r wÀÓ�ÔÈ � r w Ø�ï ÔÈ � r w¤ÍÕ r � Ê Øöõ÷ï È � r wÐø Êø ÔÈ/ù �ÐÏ�'Ñ t Î �ÐÏ�'Ñ ï È
� r w Ë±Ê Í µ Õ r (5.86)
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où nousavonsemployé la notation Ë Ò Í µ �úø Òø È t ÕÕ r õ ø Òø ÔÈ?ù (5.87)


pour la dérivéé fonctionnelle.Pourquela variationde


Ê
soit nulle au premierordredansles déplacements,il faut


doncnonseulementque È soit solutiondeséquationsd’Eulerø Òø È t ÕÕ r õ ø Òø ÔÈ=ù �  (5.88)


maisaussiquela variationaux bornesde l’intervalle soit nulle. Sommantles contributionsduesà (5.85)et (5.86),
nousarrivonsà la conditionsuppĺementaire,ditedetransversalit́eË Ò Í µ'û � Ï�ü ï r�ð Ø�ï È � r�ð w ø Òø Èþýýý �ÐÏ �  (5.89)


Parconśequent,la condition(5.89)peutêtreréécritecommeË Ò Í µ^û � Ï�ü Ø ÔÖ � r w ø Òø È#ýýý �ÐÏ �  (5.90)


5.7EXEMPLE:


Pourfixer lesidées,reprenonsle probl̀emedel’exemplepréćedent.Si ÈB�×Ö � r w estl’ équationdela courbe(L),ï È � r	ð w�� ÔÖ � r w ï r�ð estla variationde È enB.
Pourla fonctionnelle(5.83),la conditiondetransversalit́e (5.89)estcalcuĺeecomme


ç Ø õ ÔÖ � r wiÔÈ � r w ù �^ÿ � � �  (5.91)


Sachantque le vecteur


� ç Ó�ÔÈçw est tangentà la trajectoire,alors que le vecteur


� ç Ó ÔÖ � r w¤w est tangentà (L), la
condition(5.91)exprimequela trajectoireestperpendiculairèa la courbed’arrêt (L) aupoint d’intersection.
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Chapitr e 6


MécaniqueHamiltonienne


La Mécaniquede Lagrange permetd’aborder plus simplementles problèmesstatiqueset dynamiquesque la
Mécaniquede Newton: c’est un formalismeparticulièrementbien adapt́e à l’ étudedespetitesoscillationsautour
d’une position d’équilibre, aux propriét́es d’invarianceli éesaux syḿetries,ou à desproblèmesplus complexesà
grandnombre dedégŕe deliberté.


La Mécaniquede Hamilton que nous allons aborder dans ce chapitre est un outil plus puissant lorsque
les équationsdu mouvementne peuventpas être directementintégŕees.Elle permetde développerune intuition
géoḿetrique en dégageant les propriét́es essentiellesdesportraits de phase:quelssont les mouvementpossibles
d’un pendule, commentla périodedupendulesimplecrôıt-elleavecl’amplitudedesoscillations? etc.Dansuneétape
ultérieure, on pourra se convaincre quec’est un formalismeutile pour attaquerdesproblèmesrelativementcom-
pliqués.Unesituationtypiquecorrespondà la perturbationd’un potentiel


���
par unepetitevariation � � ð dont les


lois du mouvementsontconnues(i.e. la solutiondeséquationsd’Euler-Lagrange pour
� �


estconnue).L’approche
hamiltoniennes’avère aussipluspuissantedansle contexte de la Mécaniquecéleste(Problèmeà � corps),celui de
la MécaniqueStatistique(Théoriedesensembleset définitiondel’entropie).Enfin,lesanalogiesentre la Mécanique
ClassiqueetQuantiquesonttraditionnellementbaśessur le formalismeHamiltonien.


RAPPELS. Soit un syst̀emedécrit par un ensemble


� �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó �	� w de coordonńeesgéńeraliśees.Dansl’espacedes
configurations,défini commel’espace


� �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó � ÓÐÔ�Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó�Ô�	� w un étatdynamiqueestdonńe par un point dont les coor-
donńeescorrespondentjustement̀a


� �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó �	� Ó)Ô�rð Ó ¯�¯�¯ Ó)Ô�	� w . Les équationsd’Euler-Lagrangepermettentde déterminer
commentcepoint sedéplaceaucoursdu tempsdansl’espacedesconfigurations.


Lesimpulsionsgéńeraliśeespeuvent,elles-aussi,servirdecoordonńees.Celles-cisontdéfiniesàpartirdesvitesses
géńeraliśeescomme 
�� � ø ø Ô��� (6.1)


L’espacedes phasesest alors l’espaceengendŕe par les coordonńees


� �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó �	� Ó�Ô
	ð Ó ¯�¯�¯ ÓÐÔ
�� w . Dans cet espace,les
équationsde Hamilton permettentde décrire la dynamiquede ce point au coursdu temps.Par définition, on dira
quecesvariablessontcanoniquementconjugúees.


I Définition de
�


.


Pourun syst̀emeconservatif dontle Lagrangiennedépendpasexplicitementdu temps,nousavonsmontŕe que��� Ô� � ø ø Ô� � t  (6.2)
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estunefonctionindépendantedu temps.C’estdoncunequantit́e qui estconserv́eeaucoursdu temps.Autrementdit,
nousavonstrouv́e uneintégralepremìeredeséquationsd’Euler Lagrange.Nousallonsdoncmaintenantchangerde
variableset nousintroduisonsla fonctiondeHamilton� � �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó �	��� Ô
	ð Ó ¯�¯�¯ ÓÐÔ
�� w�� � � Ô� � ø ø Ô� � t 
La proćeduremath́ematiquequi permetdepasserdesvariables


� �rð Ó ¯�¯�¯ Ó ��� Ó)Ô�Ðð Ó ¯�¯�¯ ÓÐÔ�	� w auxvariables


� �rð Ó ¯�¯�¯ Ó ��� Ó�Ô
	ð Ó ¯�¯�¯ ÓÐÔ
�� w
estla transforḿeedeLegendre.


II La transforméedeLegendre.


II.1 Algorithme.


Consid́erons une fonction � � � w dont la concavité garde un signe
constant(c’est-̀a-direquesadérivéedeuxìemegardeunsigneconstant).
Onpeutla prendrepositive,eton supposeraquela fonction � passepar
l’origine. La transforḿeedeLegendreæ de la fonction � estconstruite
ainsi.
Donnonsnous 
 Ó et traçons la droite de pente 
 . On choisit le point
le plus éloigńe à la verticalede � (entrel’origine et le point d’inter-
sectionde � avec la droite).Appelonscepoint � � 
 w , puisqu’il dépend
évidemmentde 
 . Le fait quela concavité de � soit constantenousas-
surequecepoint estunique. Alors, la transforḿeedeLegendrede � au
point � � 
 w estdéfiniecommela distanceprisesuivant la verticaleentre
la courbeÈB��� � � w et la droite ÈB� 
�� , distancepriseaupoint � � 
 w .æ � 
 w �«æ � � � 
 w¤w � 
�� � 
 w t � � � � 
 w¤w (6.3)


Le point � � 
 w eestdoncdéfini à partir d’uneconditiond’extrémum.


x


f(x)


y=
px





x(p)


g(
p)





FIG. 6.1– La transforḿeedeLegendre


6.1 Remarque:


En math́ematiques,la transforḿeedeLegendreestdéfinieavecla conventiondesigneinversede
cellepriseenphysique.En thermodynamique,on auraitpris æ � 
 w���� � � � 
 w¤w t�
�� � 
 w .


6.1 Exercice:


Montrerquela transforḿeedeLegendrede ã � �� est � ���� .


II.2 Inter pr étation graphique.


La correspondance� � 
 w�í 
 esttelle que
 ���� � � � 
 w¤w . Donc, 
 estla valeurdela pentedela tangentèa � en� � 
 w . Alors � � 
 w 
8t � � � � 
 w¤w estl’ordonńeeà l’origine dela tangenteissuede � � 
 w ¯ La transforḿeedeLegendre
associedoncà la pente
 , l’ordonńeeà l’origine. C’estdoncunefonction”naturelle”de 
 .
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II.3 Casde deuxvariables.


Ongéńeralisela transorḿeedeLegendreaucasd’unefonctiondedeuxvariables.Onsedonnedonc � � � Ó È�w . D’où
sadifférentielle Õ!� � � Õ � Ø ß�Õ�È
avec


�J� � Ó ÈÀw#" Ü	$Ü �ß � � Ó È�w � Ü	$Ü µ
En d’autresmots, � et È sontdesvariablesindépendantespour � , car on peutfaire varier indépendamment� ou È
pouravoir unevariationde � .


Introduisonsmaintenantla transforḿeedeLegendrepar rapportà la variable � . En choisissantla conventionde
signequi est géńeralementadpot́ee en thermodynamique(la convention inverseestprise en Mathématiques!,Voir
paragraphepréćedent),on définit æ���� � � Ó ÈÀw t �J� � Ó ÈÀw �
Cequi permetdecalculersadifférentiellecommeÕræÌ��Õ!� t � Õ �Ãt%� Õ � �EßâÕ�È t%� Õ �
Parconśequent,onpeutfairevarierindépendemment


�
et È pouravoir unevariationde æ . Lorsque


�
varieà È constant,� s’ajustepour”suivre” la variationde


�
. Parconśequent,


�
et È sontlesvariables”naturellement”indépendantesqui


permettentdefairevarier æ .
Pardéfinition dela différentielle,on adonc ßB� Ü�&Ü µ('�) ÿ+*-,/.10!2� � t Ü3&Ü ) ' µ ÿ+* ,4.10-2
La transforḿeedeLegendreestcourammentutiliséeenThermodynamique.Par exemple,l’ énergie interned’un


gazest fonction de l’entropie 5�Ó du volume 6 et du nombrede particules7 . C’est donc la bonnefonction ther-
modynamiquèa utiliser lorsqu’ona le contr̂ole surcesvariables.Or, on contr̂ole rarementl’entropie,maisplutôt la
temṕeraturequi estsavariableconjugúee.Il fautalorsutiliser l’ énergie libre


Ê � � t98 5 qui estunefonctiondes
variables8 Ó:6 Ó;7 Ê " Ê � 8 Ó<6�Ó=7 w�" � t>8 5
Pourconclure,géńeralisonsla tranforḿeede Legendreau casd’une fonction de 7 variables.Celane posepasde
probl̀eme,eton définit doncle Hamiltonienpar� � �Ðð Ó ¯�¯�¯ Ó �	� Ó�Ô
	ð Ó ¯�¯�¯ ÓÐÔ
�� w�� ��� Ô� � ø ø Ô� � t  (6.4)


III Quelquespropri étésde
�


.


Quelleestla quantit́e physiqueassocíeeauHamiltonien? Dansla majorit́e descas
�


estl’ énergie du syst̀emeet
noussavonsquecetteénergie estconserv́eesi le Lagrangiennedépendpasexplicitementdu temps.Mais il faut se
méfier! Le Hamiltonienn’estpastoujourségalà l’ énergie totaledu syst̀eme.On a la propríet́e suivante:


Si la définition descoordonńeesgéńeraliśeesne fait pasexplicitementintervenir le temps,et si le potentielne
dépendpasdesvitesse,i.e.  � � Ó^Ô� w � 8Òt � � � w � ç�@? � � w=Ô� � t � � � w







78 CHAPITRE6. MÉCANIQUE HAMIL TONIENNE


Alors
�


estl’ énergie totaledusyst̀eme.Soit, � � 8 Ø � (6.5)


Tousles autrescassontdouteux! c’est-̀a-direqu’on ne peutpasdirectement́ecrireque
� � 8 Ø � � � Ó)Ô� ÓBA�w : il faut


alorspasserparla transforḿeedeLegendre6.4.


Démonstration.


Supposonsen effet que � � � w�� � � . On en déduit immédiatementque �DC $C � �3�E� � � w . Revenonsmaintenantau
Hamiltonienetutilisonscerésultat.Supposonsquele potentielsoit


� � � w . On adonc


� � 
 Ô��t  � � Ó^Ô� w�� Ü�FÜiÞG Ô��t  � � Ó)Ô� w�×� 8 t � 8Òt � w�� 8 Ø � (6.6)


6.1EXEMPLE:


Consid́eronsune particuleplonǵee dansun champélectromagńetique.Dansce casle potentieldépenddes
vitesses,carici  � ç� ã�H � t9� Ö Ø �EIKJ H
où I estle potentielvecteuret Ö le potentielscalaire.La quantit́edemouvementgéńeraliśeesuivantla directionL estdonc 
ñ� ��ã ß � Ø � É �
Donc, � � � ã�H Ø �EI w J H t ð� ã�H � Ø � Ö t9�EIMJ H� ð� ã�H � Ø � Ö� ð��� � N tO�EI w J � N tO�EI w Ø � Ö
La dernìereéquationexprimele Hamiltonienenfonctiondesescoordonńeesnaturelles
 Ó � . Mais la deuxìeme
montrequele Hamiltonienestbienl’ énergie du syt̀eme.L’inductionmagńetique P n’apparâıt pas:c’esttout à
fait normal,puisquela forcemagńetiquenetravaille pas(elle esttoujoursperpendiculairèa la trajectoire).En
résuḿe: bienquele potentieldépendedesvitesses,le Hamiltonienestl’ énergie totaledu syst̀eme.1


1. Cecirestantvrai mêmesi lespotentielsvecteurou scalairedépendentdu temps.
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6.2EXEMPLE:


(Goldstein).


Consid́eronsle syst̀emecompośed’un ressortattach́e àunplateau
mobile.La masseã glissesansfrottementparall̀element̀a Q � , et
le plateauest assujettià se déplacerà une vitesseß � contante.
On supposeraquele ressorta unelongueurnulle lorsquele pla-
teauestimmobileet,parla suite,la gravité seranégligée.Le seul
mouvementpossibleestdoncsuivantla direction Q � , où le ressort
peutêtre,soit enextension,soit encompression.


v0
R


Dansun syst̀emedecoordonńeesfixes,le Lagrangiens’écrit � � Ó^Ô� ÓBA�w � ç� ã1Ô� � t ç�@S � �ht ß � A�w � (6.7)


et leséquationsdu mouvements’obtiennentcommeãUT� � t S � �ht ß � A�w
car � t ß � A est la distancerelative entrela masselotteet le supportmobile. La définition de la coordonńee� ne faisantpasexplicitementréférenceau temps,et commele potentielne fait pasintervenir les vitesses
géńeraliśees,le Hamiltonienest � � 8 Ø 6+� ç� ã Ô� � Ø ç�VS � �ut ß � A¤w �
C’est doncl’ énergie du syst̀eme,mais


�
dépenddu temps:donc,il n’est pasconserv́e! La raisonphysique


estsimple,maissubtile:pour que le plateausedéplaceà vitesseconstante,il faut fournir un travail, car le
ressortappliqueuneforce de réaction.Commele travail de cetteforce n’intervient pasdansla définition du
Hamiltonien,il estnormalquel’ énergie nesoit pasconserv́ee.
Passonsmaintenantdansle syst̀emedecoordonńeesli é auplateau.On poseradonc�  � �ht ß � A
D’aprèslechapitreconsacŕeauxpropríet́esdesymétries,leLagrangienestunequantit́escalaire:il suffit doncde
remplacer� par �  Ø ß � A dans6.7pourobtenirle Lagrangienexprimédansle nouveausyst̀emedecoordonńees.
On adonc  � �  Ó^Ô�  � � ç� ã Ô�  � Ø ã Ô�  ß � Ø ç� ã ß �� t ç� S �  �
La quantit́e demouvementgéńeraliśees’obtientdonccomme
  �Eã Ô�  Ø ã ß �
et,apr̀esavoir fait la transforḿeedeLegendre,il vientdonc� � 
  Ó �  � � ç��ã � 
  t ã ß � � � Ø ç�@S �  � t ç� ã ß ��
Manifestement,


�
nedépendpasexplicitementdutemps.


�
estdoncunequantit́e conserv́ee,mais


�
n’estpas


l’ énergie du syst̀eme!
En résuḿe, la fonction de Hamiltonn’a pastoujoursuneinterpŕetationphysiquesimple.Dansla trèsgrande
majorit́e descas,elle correspond̀a l’ énergie du syst̀eme,maisil existedesexceptions.D’autrepart,elle n’est
pasnécessairementinvariantesouschangementderéférentiel.
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IV Équationsde Hamilton.


Le Hamiltonienétantla transforḿeedeLegendreduLagrangien,il nepeutpascontenirplusd’informationsquece
dernier. Il estmalgŕe tout intéressantdedériver leséquationsdumouvementdansle jeudevariables� Ó 
 Ó carcelles-ci
peuventêtreplussimplesàanalyser. Consid́eronsunsyst̀ememécaniquedéfini parunjeude 7 variablesgéńeraliśees
� � ð Ó ¯�¯�¯ Ó � � w .


On vamontrerquecelles-cidéfinissentunsyst̀emede �W7 équationsdifférentiellesdu premierordreÔ� � � Ø ø �ø 
 �Ô
 � � t ø �ø � � (6.8)


CeséquationssontcellesdeHamilton.Ellessontrigoureusement́equivalentesaux équationsd’Euler-Lagrangequi,
elles,prennentla formed’un syst̀emede 7 équationsdifférentiellesdudeuxìemeordre.


6.2 Remarque:


Pourserappelerlaquelledecesdeuxéquationsestaffect́eedu signe t , il suffit deconsid́ererune
particulelibre pourlaquelle
 �Eã ß !


Pourdémontrerles équationsde Hamilton, il suffit de serestreindreau casunidimensionnel.Soit
� � 
 Ó � ÓBA�w le


Hamiltonien.Pardéfinition dela différentielleÕ � "úø �ø 
 Õ 
 Ø ø �ø � Õ � Ø ø �ø A ÕXA (6.9)


Utilisonsmaintenantla définition de
�


commeétantla transforḿeedeLegendrede
Õ � "×Õ � 
 Ô��t  w


�RÔ� Õ 
ut ø ø � Õ �´t ø ø A ÕXA (6.10)


Il suffit maintenantd’identifier lespréfacteursdesélémentsdifférentielsentreles équations6.9 et 6.10.Le termeenÕ 
 donnela deuxìemeéquationdeHamilton.Pourobtenirla premìere,on écriraø �ø � � t ø ø � � ÕÕXA õ ø ø Ô� ù �îÔ
 (6.11)


On retrouve donclesbonneśequations.


Commeapplicationdecettedémonstrationon peutretrouver la loi deconservation de l’ énergie totale.En effet,
supposonsque


�
nedépendepasexplicitementdu temps,i.e.


� � 
 Ó � w , alorsnousendéduisonsquel’ énergie totale
estconserv́ee.Pourle démontrer, reprenonsles équationsdeHamiltonet écrivonsl’ égalit́e entrela dérivéepartielle
de
�


parrapportautempsetdesadérivéetotaleÕ �ÕXA � ø �ø � Ô� Ø ø �ø 
 Ô
 Ø ø �ø A �úø �ø A (6.12)
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DÉFINITION Unecoordonńeeestditecycliquesi ellen’apparâıt pasexplicitementdansle Lagrangien.Doncsi ��Y
estcyclique,alors ø �ø ��Y �  (6.13)


D’après les équationsde Hamilton, on en déduit que 
ZY estune intégralepremìerē Par définition, c’est doncune
coordonńeequi seconserve aucoursdu temps.


V Portrait dephase.


On rappelleque l’espacedesphasespour un syst̀eme à7 degrés de liberté est un espacedont les coordonńees
sont


� �rð Ó ¯�¯�¯ Ó ��� Ó 
	ð Ó ¯�¯�¯ Ó 
+� w . On peutcaract́eriserl’ évolution
du syst̀eme par une trajectoire dans cet espace.Une
fois donńeesles conditionsinitiales, cette trajectoireest
nécessairementunique.On peutdoncrepŕesenterlesmou-
vementspar descourbesqui permettentde suivre graphi-
quementl’ évolutiondusyt̀emeaucoursdutemps.Lorsque
l’ énergie du syt̀emeest conserv́ee, on peut alors utiliser
l’ énergie totalecommeparam̀etrepour indicer l’ensemble
decescourbescommedeslignesisoénergie. Cescourbes
sontencorrespondancebiunivoqueavecundiagrammedes
potentiels.


Point 
 hyperbolique


Point
[
elliptique


p\-p


FIG. 6.2– Uneespacedephase


L’exemplecanoniqueest celui du penduleplonǵe dansun champde gravité. Son potentiel vaut alors
� �t ãTæ�²H³�´ �4] w .


Au deux mouvementspossiblesde ce pendulecorrespondentdeux régionsdansle plan: l’une est celle de la
rotationdu pendulesur lui-même,alorsquel’autre estcelle de l’oscillation. Dansles deuxcasde figure, l’ énergie
totaleestévidemmentsuṕerieureà l’ énergie potentielle.


1. Pr̀esde l’origine,


] ^  et 
Z_ ^  , l’approximationdespetitesoscillationspermetde décrireles trajectoires
commedesellipses 
 �_��ã Ø ãTæ


] �� �a` (6.14)


Au fur et àmesurequel’amplitudedesoscillationscrôıt, l’ellipse sedéforme.Surle diagrammedepotentiel,on
isolelesdeuxpointstournants,là où l’ énergie potentielleestégaleà l’ énergie totale.Cespointscorrespondent
à l’amplitudemaximaled’oscillation.
Pourdesraisonsdecommodit́e, il estpréférabledevisualiserlesdiagrammmesdepotentielscommeunefosse
depotentiel


�
où peutroulerunebille. Lesdeuxpointstournantsdupendulecorrespondentauxdeuxpointsoù


la bille atteindsonaltitudemaximale.Le pointd’équilibrestablecorrespond,quantà lui, aupoint le pluscreux.
2. Supposonsmaintenantquel’ énergie totalesoit justesuffisantepourquelesdeuxpointstournantssoienten b ett b . Noussommessurla lignecritique,là où il fautun tempsinfini pourfaireun tour. Eneffet, la bille quittele


sommet,glissedansle vallonetremontela valléepourarriversurl’autresommet:sonénergiecinétiqueestjuste
suffisantepourarriveravecunevitessenullesurle deuxìemesommet.Autrement,elleretomberaitd’un bordou
del’autre. Il s’agit doncd’un mouvementlimite et lesdeuxpoints


] ��cdb sontlespointsd’équilibreinstable.
Cetteétudegraphiquepermetd’induire les effets destermesnon-lińeairessur la périodedesoscillations.On
saitque ²H³�´ �4] w ^ ç t


] ��
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n’est valablequepour desangles


]
petits.En s’éloignantde l’origine du plan desphases,nousparcourons


descourbesisoénergie où l’approximationharmoniquepour le potentielestde moinsen moinssatisfaisante.
Commela périodedesoscillationscrôıt au fur et à mesurequel’amplitude desoscillationsaugmente,on en
déduitqueleseffetsnon-lińeairesaugmententla périodedesoscilations.C’estprécisemmentcequenousavions
vu auparavant,car(cf. Eq.6.15) 8 �ae fæ Îhg �� Õ ]� ç t ´;ikj � � _!l� � ´mikj � � ÖÙw � Ï� (6.15)


divergelorsque


] � ínb .
3. Pouruneénergie encoresuṕerieure,il n’existeplusdepointstournants.Le penduleestdoncenrotation.Au fur


et à mesurequesonénergie crôıt, le potentieldû à la gravité estdeplusenplusnégligeableet lescourbesde
phasetendentversdesdroites.


VI Espacedesphases.


Soit o unpointduplandesphases.LeséquationsdeHamiltonpermettentdesavoir commentcepoint évolueau
coursdu temps,puisquela courbequevadécrire o estsolutiondel’ équationÔ] � Ø ø �ø 
Z_Ô
Z_ � t ø �ø ] (6.16)


dont la solutionpeutêtremisesousla formed’unecourbeparaḿetŕeeenfonctiondu tempso � A¤wX� �p] � A�wVÓ 
Z_ � A¤wqw .
Nouspouvonsdoncdéfinir uneapplicationærq duplansurlui-mêmetellequeo � A�w �«æ q o � A��  w (6.17)


Cetteapplicationestbijective et différentiable.On dit qu’elle définit un flot et les courbesde phasepeuvent s’in-
terpŕetergraphiquementcommedeslignesdeflot. Unefois donńeeslesconditionsinitiales,la solutionestdétermińees
de façon unique.L’espacedesphasesestdonc ”fibré” par les lignesde flot. On peutciter deux résultatsqui sont
indépendantsdu potentiel.


1. Deuxtrajectoiresdansl’espacedesphasespeuvent-ellesavoir uneintersection? La réponseestnon. Si il y avait
intersection,onprendraitcepointcommenouvellesconditionsinitiales.D’aprèsleséquationsdeHamilton,les
trajectoiresseraientalorsidentiques,cequi contreditnotrehypoth̀esesurdeuxtrajectoiresdistinctes.


2. Théor̀emedeLiouville: traçonsunecourbeferméedansle plandesphases.Cettecourbedélimite unesurface
d’aire s q ÿ � etchaquepointdecettesurfacepeutêtreconsid́eŕecommeconditionsinitiales.Laissonsmaintenant
évoluer le syt̀emepourchacunedesconditionsinitiales.Au boutd’un instant A , chacundecespointsestsitué
dansun nouveaudomaines q . Quelleestla surface 5 C . decedomaine? Réponse:5 C . �t5 C Ñ (6.18)


Bien quecethéor̀emerestevrai endimensionquelconque,nouspouvonssimplifier lesnotationsenraisonnant
dansle plan.Consid́eronsdeuxinstantsvoisins A � et A ð �uA � Ø�ï A ¯ NousvoulonscomparerlesdeuxsurfacesÎ�Î Õ 
 ó q Õ � ó q � Î Î Õ 
 � Õ � �9v (6.19)
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Consid́eronsla premìere intégrale.Nous allons faire un changementde variableset il faut donc calculerle
Jacobiende la transformation.Faisonsle dévéloppementlimit é de � � A Ø�ï A�w et de 
 � A Ø�ï A�w ¯ Utilisant les
équationsdeHamilton,il vient � ó q � � � Ø�ï A ø �ø 
 � Øxw � ï A �'�
 ó q � 
 � t ï Arø �ø � � Øyw � ï A �'� (6.20)


Cequi permetdecalculerle Jacobiencomme


ø � 
 ó q Ó � ó q wø � 
 � Ó � � w � ýýýýý Ü
G{z .Ü G Ñ Ü � z .Ü G ÑÜ G z .Ü � Ñ Ü � z .Ü � Ñ ýýýýý � ç Ø|w � ï A �'� (6.21)


Et donc, Î�Î Õ 
 ó q Õ � ó q � Î Î ø � 
 ó q Ó � ó q wø � 
 � Ó � � w Õ 
 � Õ � �� Î�Î Õ 
 � Õ � � Øxw � ï A �'� (6.22)


En conśequence,la différencedesurfaceestauplusd’ordre ï A � .
Consid́eronsmaintenantdeuxinstantsA � et A ð quelconques.Posons8 �}A ð t A � . Divisonsen 7 intervallesde


longueur ~� . Alors nousavonsparsautssuccessifsdelongueur ~�Î Î Õ 
 q Ï Õ � q Ï � Î Î Õ 
 q Ï����� Õ � q Ï��O�� Øxw � 8 �7 ���
� Î�Î Õ 
 q Ï�� � �� Õ � q Ï�� � �� Ø ��� w � 8 �7 � �
� Î Î Õ 
 q Ñ Õ � q Ñ Ø 7�� wK� õ 87 ù ��� (6.23)


Comme7 estarbitraire,nouspouvonsle prendreaussigrandqueloisible,detelle sortequela correctionen ~ �� soit
nulle.Ceciach̀eve la démonstration.


6.3 Remarque:


Le théor̀emede Liouville n’est vrai quedansla repŕesentation


� � Ó 
 w . Dansla repŕesentationde
Lagrange,


� � Ó)Ô� w , le flot assocíe auxéquationsdeLagrangenepréserve pasla surface.
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VII Lescrochetsde Poisson.


Soit unefonction


Ê � ��� Ó 
Z� ÓBA¤w , fonctiondesvariablescanoniques.Nousallonsmontrerquenouspouvonscalculer
la dérivéetotalede


Ê
parrapportà A sousuneformequi rappellele formalismedela Mécaniquequantique.


Nousavons Õ ÊÕXA �úø
Ê
ø A Ø ��� õ ø


Ê
ø 
 � Õ 



�
ÕrA Ø ø


Ê
ø � � Õ �


�
ÕXA�ù (6.24)


Utilisant maintenantleséquationsdeHamilton,il vientÕ ÊÕXA � ø
Ê
ø A Ø ��� t ø Êø 
 � ø �ø � � Ø ø


Ê
ø � � ø �ø 
 � (6.25)


Définissonsalorsle crochetdePoissondedeuxfonctionsarbitrairesdesvariablescanoniquescommeË Ê Ó<�/Í�" � � ø Êø � � ø �ø 
 � t ø
Ê
ø 
 � ø �ø � � (6.26)


On peutdoncécrire Õ ÊÕXA � ø
Ê
ø A Ø


Ë Ê Ó � Í (6.27)


Reprenonsl’analogiedela Mécaniquedesfluidespourinterpretercetteexpression.Consid́eronsunfluide enmouve-
ment.Sadensit́e demasseparunité devolumeest � . La dérivéeconvective totale C��C q rapportèa la variationdemasse
volumiqued’un élémentmat́eriel de fluide en mouvement. Dansle languageHamiltonien,l’ élémentde fluide suit
doncleslignesdeflot. Parcontre,la dérivéepartielle Ü �Ü q serapportèa la variationdemassed’un volumeélémentaire
qui nesedéplacepas.


DÉFINITION LescrochetsdePoissondéfinissentunealgèbredeLie pourlesfonctionsqui dépendentdesvariables
canoniques.Cettealgèbrea lespropríet́essuivantes


Ë Ê Ó<�/Í � t Ë ��Ó Ê Í (6.28)Ë Ê Ø�� Ó<�VÍi� Ë Ê Ó<�VÍ Ø Ë � Ó<�/Í (6.29)Ë É Ó ËB� Ó<�VÍºÍ Ø Ë � Ó Ë �VÓ±É®Í¥Í Ø Ë �VÓ Ë É Ó � Í�Íi�  (6.30)


où la dernìerepropríet́e estconnuesousle nomd’identité deJacobi.On connâıt denombreuxexemplesd’algèbrede
Lie. Parexemple,le produitvectorieldedeuxvecteursdéfinit unetellealgèbre


Ë � Ó=�	Íu� ��� � (6.31)


Commedeuxìemeexempleprenonsle casdesmatrices7���7 . Ondéfinit l’algèbredeLie dedeuxmatricesenprenant
leurcommutateur


Ë É�Ó � Íu��É � t � É (6.32)


En mécaniquequantique,on associeun opérateurà un observable.Cet opérateurdéfinit unematricedansl’espace
desétatsdu syst̀emeet son évolution au coursdu tempsest donńe par une équationsimilaire à 6.27. Danscette
repŕesentation,le crochetdePoissonestdéfini à l’aide desmatriceseton aÕÕXA�� Ê�� � ç�� Ë Ê Ó � Í Ø � ÔÊ�� (6.33)
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On passedoncde la MécaniqueClassiquèa la Mecaniquequantiqueenchangeantla repŕesentationde l’algèbrede
Lie. D’un côté,onutilisedescrochetsdePoisson,maisdel’autreon la définit à l’aide descommutateursdematrices!


Cette correspondanceest encoreplus frappantesi nous calculonsle crocherde Poissonde deux variables
conjugúees.Pardéfinition,ona Ë ��Y Ó 
ZY Íu� � � ø ��Yø � � ø 
�Yø 
 � t ø ��Yø 
 � ø 
ZYø � � � ç (6.34)


Alors quele principed’incertitudedela mécaniquequantiqueexige queË ��Y Ó 
ZY Íi� ��@�
(6.35)


VIII Constantesdu mouvement.


Pardéfinition deuxvariablessontditeconjugúeescanoniquessi leurcrochetdePoissonsonttelsqueË ��� Ó ��Y Í � t� Ë 
Z� Ó 
�Y Íu� �� Ë ��� Ó 
ZY Í � ï ��Y (6.36)


LescrochetsdePoissonpeuventêtreutiliséspourdéterminerlesconstantesdumouvement.Enefffet, si


Ê
nedépend


pasexplicitementde A , alors C; C q �  si


Ë � Ó Ê Íu�  .
Commepremierexemple,prenons


�
lui-même.Nousavons


Ë � Ó � Í��  , doncsi
�


nedépendpasexplicitement
du temps


�
estconserv́ē


Commedeuxìemeexemple,prenonsle casd’uneparticuledansun champà forcecentrale.Le momentcinétique
de ¡ apourcomposantesuivant Q �£¢ �¤ � �r
 µ t È 
M�°¯ Si


� � 8 Ø � Ó ? f Q¦¥�áÕ  ¤ÕXA �EÈ�ø �ø � t9� ø �ø È (6.37)


Passonsmaintenantencoordonńeescylindriques.Nousavons � �u¥�²H³�´ � Ö w et ÈB�a¥ô´mikj � Ö w . D’oùÕ �¤ÕXA � Ë §¤ Ó � Íu� t ø �ø Ö (6.38)


Donc,si le potentiel
�


estindépendantde Ö , on retrouve bienquela composante
�¤


estconstantedu mouvement.


IX Int égralespremières̈


On montrecommenton peutconstruireà l’aide dedeuxintégralespremìeresunetroisièmeconstantedu mouve-
ment.


DÉFINITION On appelleintgralepremìereunefonction � qui nevariepasle long dela trajectoire.Si � nedpend
pasexplicitementdu temps,alorson


Ë � Ó � Íu�  . Si � et æ sontdeuxintgralespremìeres,alors ©B� Ë � Ó æ�Í estaussiune
intégralepremìere.


La démonstrationutilise l’identité deJacobi.Il suffit doncdemontrerque


Ë�Ë � Ó æ�Í�Ó � Íi�  . NousavonsË � Ó Ë � Ó æ�Í¥Í Ø Ë � Ó Ë æñÓ � Í¥Íª «�¬ ÿ � Ø Ë æMÓ Ë � Ó®�ñÍ�Íª «�¬ ÿ � (6.39)
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6.4 Remarque:


En règlegéńerale,pour un syst̀emeà 7 degrésde libertés, il y a �W7 t ç intégralespremìeres
indépendantes.On ne peut donc pasconstruireune infinité d’intégralespremìeresen utilisant
les crochetsde Poisson.Malheureusement,il arrive souvent que si � et æ sont deux ntégrales
premìeres,alors


Ë � Ó æ�Í estunecombinaisonlineairede � ou æ . Donc,danslapratiquecetteconstruc-
tion nemarchepasà touslescoups.Uneexeptionnotableestcelledu momentcinétique.


6.2 Exercice:


Montrerquepourlescomposantesdu momentcinétique,on aË f �W� Ó f µ Íi� f ¤Ë f µ Ó f ¤ Íu� f �Ë f ¤ Ó f � Í � f µ (6.40)


CesrelationsrestentvraiesenMécaniquequantique.


DÉFINITION. Ondiraqu’unsyst̀emeestintégrablesi onpeuttrouverautantd’intégralespremìeresindépendantes
(i.e. desfonctionsdescoordonńeesgéńeraliśeesqui restentconstantesautourdu mouvement)qu’il y a de coor-
donńeesgéńeraliśees.Un syst̀emeintégrablen’estdoncpasnécessairementun syst̀emedonton connâıt exactement
leséquationsdumouvemententermesdesfonctionsconnues.Il s’agitplutôt d’un syst̀emepourlequelles 7 intégrales
premìerespermettentdecaract́eriserqualitativementla trajectoiredansl’espacedesphases.Touslessyst̀emesnesont
pasintégrables.Les syst̀emesHamiltoniensen dimension1 le sont,puisquele Hamiltonienest une constantedu
mouvement.En dimensionsuṕerieure,lessyst̀emesintégrablessontl’exceptionplutôt quela règle.On donneraune
définition équivalentedel’int égrabilit́e dansle chapitresurlesvariablesangle-action.


X Le théorèmedu retour.


Consid́eronsunesyst̀emeHamiltonienconservatif, tel quelesviteseset
positionssoientborńees.Le théor̀emede retourdû à Poincaŕe établit
la propríet́e suivante:lâchonsle syst̀emeà l’instant initial en


� � � Ó 
 � w .
Définissonsun voisinage


�
decepoint dansl’espacedesphases.Alors


le syst̀emerepasseràa un instantultérieurdansle voisinagedecepoint.
C’est-̀a-direquele syst̀emereviendraaussiprochequel’on veutdeses
conditionsinitiales.
C’est l’exemplede la boule sur un billard parfait et sansfrottement.
Cetteboulerepassera”un jour” prèsdu point initial avec unequantit́e
demouvementprochedecellequ’elleavait audépart.


FIG. 6.3 – La boulede billard repas-
sera prèsde sonpoint de départ avec
la mêmevitesse.


DÉMONSTRATION:
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Lesvitesseset lespositionsrestantborńees,le mouvementdansl’espacedesphasessefait à l’int érieurd’un domainefermé.
Doncsonvolumeestfini. Photographionsle syst̀emeàtouslesinstants̄±°/¯3²´³r°µ¯�²d¶:³¸·=·=· Toutdomaineentourantlesconditions
initialesapourimageunnouveaudomainèal’instant ²¸³ . Appelons¹�º l’applicationqui à » associecenouveaudomaine¹½¼µ»¸¾ .
Pardéfinition, l’imagedudomainèa l’instant ²À¿@³ estdonńe par ¹�Á�¼µ»¸¾ .
D’aprèsle théor̀emedeLiouville, touslesdomaines¹	Â�¼µ»¸¾ ontmêmevolume.Maiscommele volumetotalestfini, noussavons
qu’il existe ¿ et Ã telsque ¹ Á ¼µ»¸¾rÄ�¹ Â ¼Å»¸¾¸ÆÇÉÈ (6.41)


Autrement,lesvitesseset lespositionsneseraientpasborńees.Doncsi ÃËÊÌ¿X° ona»£ÄÍ¹ ÂÏÎ Á ¼Å»¸¾¸ÆÇÐÈ (6.42)


Donc,auboutdu temps ¼kÃEÑÒ¿�¾�³ noussommesrevenusprochesdesconditionsinitiales.Mais celaneveutpasdire quenous
sommesrevenusauxconditionsinitiales.


APPLICATION


Le paradoxe dePoincaŕe posele probl̀emesuivant.Lesparticulesd’un
gazsontrassembĺeesdansla partiedroited’unebôıte à deuxcomparti-
ments.À l’instant initial, on ouvrela cloisonentreles deuxcomparti-
ments.Il existealorsun tempsauboutduquellesparticulesserassem-
bleront toutesdansle compartimentinitial ! La résolutionde ce para-
doxeestquecetempsesttrèslonget,pourunemolle degaz,il dépasse
l’ âgede l’univers! Pourdestempssi longs,les effets dissipatifsinter-
viennentdasnla Ó Ó réalit́e Ô Ô et le théor̀emedu retourne peut plus être
appliqúe. FIG. 6.4– Touteslesbilles reviendront


dansle compartiment.


XI Action Hamiltonienne


Consid́eronsuneparticule.Fixonslinstantdedépart A�Õ et sapositionà l’instant initial, � Õ . Danscecasl’action
Hamiltonienneestdéfiniecomme 5ÉÖ �	× ÓBA × w � Î qÅØqkÙ  Ö � Ó)Ô� ÓBA�wXÕXA (6.43)


où nousn’avonsrien sṕecifié ni surl’instantni surle lieu d’arrivée.Le calculpréćedentmontreque


ï 5 � t � ï A × Ø 
�× ï A × Ø Î qÅØqkÙ ï � õ ø ø � t ÕÕXA � ø ø Ô� � ù ÕXA (6.44)


Plaçonssur la trajectoireréelle.Commela trajectoireestsolutiondeséquationsd’Euler-Lagrange,l’int égrandest
nulle.Lesdérivéesdel’action ontdoncdesvaleursremarquablesÜ	ÚÜ q � t �
 � Ü	ÚÜ G (6.45)
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XII Propri étésdestransformations canoniques.


Ellessontaunombredetrois:


1. L’aire d’un domaineestinvariantesousunetransfomationcanonique.On aeneffetÎ�Î Õ 
 Õ � � Î Î ÕrÛ Õ�Ü (6.46)


2. L’int égraled’unequantit́e le longd’un contourfermé estaussiun invariantcanoniqueÝßÞ Ö 
 Ó � wâÕ � � ÝßÞ Ö4Û8Ó<Ü w°Õ�Ü (6.47)


3. Enfin, lescrochetsdePoissonrestenteuxaussiinvariantslorsd’unetransformationcanonique.C’est-̀a-dire:Ë � Ó æ�Í � � G � ø �ø � ø æø 
 t ø �ø � ø æø 
 (6.48)� ø �ø Ü ø æø Û t ø �ø Ü ø æø Û (6.49)� Ë � Ó æ�ÍÅà � á (6.50)


Démontronsla premìerepropríet́equi nousserviraparla suite.Faisonsle changementdevariabledansla premìere
intégrale: Ö � Ó 
 w í Ö{ÜJÓ=Û w . Il fautdoncmultiplier par le jacobiende la transformation.Si la propríet́e 6.46estvraie,
alorscejacobienvaut1. Il suffit doncdedémontrerø ÖpÛ Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � ç (6.51)


Pardéfinition du jacobien,nouspouvonscalculerø Ö4Û8Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � ø Ö4Û8Ó<Ü wø Ö � Ó<Ü w J ø Ö � Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w (6.52)


or, ø ÖpÛ8Ó<Ü wø Ö � Ó<Ü w � ýýýýý Ü
áÜ G Ü àÜ GÜ áÜ á Ü àÜ á ýýýýý � t ø Ûø � � øZâ Êø Ü ø � (6.53)


puisque,Û et Ü étantdesvariablesindépendantes,on a Ü àÜ á �  .
Enfin,pourle deuxìemejacobienapparaissantdans6.52,nouspouvonsécrire


ø Ö � Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � õ ø Ö 
 Ó � wø Ö � Ó<Ü w ù �ið � ýýýýý Ü
GÜ G Ü �Ü GÜ GÜ á Ü �Ü á ýýýýý


�ið � õ ø Ûø Ü ù �ið � õ øZâ
Ê


ø 
 ø � ù �ið (6.54)


Faisantalorsle produitavec6.53: on retrouve bienquele jacobienvaut ç .
6.1 Théorème:


Pour qu’unetransformationsoit canonique, il fautet il suffit qu’ellevérifie lespropriét́es ç Ó®ã ou � .
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XIII Variables action-angle.


Danstout cequi suit,onssupposeraquele syst̀emeestconservatif etquel’amplitudedumouvementestfinie. Le
castypiqueestceluid’unebille roulantdansunefossedepotentiel 6yÖ � w . Le Hamiltonienestdoncdu type� Ö 
 Ó � w � 
 âã�ã Ø 6aÖ � w (6.55)


On vamontrerqu’onpeuttrouver ã variablesconjugúeescanoniques,lesvariablesaction ä et angle


]
, tellesqueÕ(äÕXA � t ø �ø Ü �  (6.56)Õ ]ÕXA � ø �ø ä �t�æå qkçmè (6.57)


Donc


]
crôıt defaçon linéaireavecle temps.Onposeraalors] �UéêÖ{ä!w§A Ø Ö (6.58)


avec éêÖpä!wë"úø �ø ä (6.59)


DÉFINITION Le mouvementétantpériodique,on définit les variablesangle-actioncommeles variablestelles


]
augmentede ãWb à chaquepériode. éêÖ4ä!w�� ãWb8 (6.60)


Cettenouvelle repŕesentationestobtenueencomparantlesairesdansl’espacedesphases.Dansla repŕesentationÖ 
 Ó � w , les trajectoiresdansl’espacedesphasesressemblent̀a desellipses.Le syst̀emeparcourtunedecescourbes̀a
énergie totale ` fixe.Si �Ðð et � â désignentlesbornespourlesamplitudesdumouvement,l’aire dela surf
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Chapitr e 7


Transformations Canoniques


I Intr oduction.


Dansles chapitrespréćedents,nousavons toujourschoisi les coordonńeesgéńeraliśeesde telle sorteque les
équationsdu mouvementsoientles plus simplespossibles.Par exemple,il estbien évidentquele choix descoor-
donńeespolairespourun probl̀emeà symétriesph́eriquesimplifie le probl̀eme,puisquela seulevariabledynamique
estle rayonvecteur¥ . Dansce chapitre,on étudiecommenton peutchangerde variablesconjugúeesde telle sorte
quela structuredeséquationsdeHamiltonsoit préserv́eeslors decechangementdevariable.Cetteapprochepermet
desimplifier le probl̀emeenchoisissantle Hamiltonienle plussimplepossible.


DÉFINITION On appelletransformationcanoniqueune transformationqui préserve la structuredeséquations
de Hamilton.Soient Ö � Ó 
 w et


�
les variablesconjugúeeset le Hamiltoniendansla repŕesentationoriginale.Suppo-


sonsquelesnouvellesvariables Ö-ÜJÓ=Û w permettentde répŕesenterle mêmeétatdynamique,maisdansunenouvelle
repŕesentation.Soit � le Hamiltoniendanscettenouvelle base.La transformationÖ � Ó 
 w�íìÖ!ÜJÓ=Û w estditecanonique
si leséquationsdeHamiltonsont


ÔÛ � t ø �ø Ü (7.1)ÔÜ � Ø ø �ø Û
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7.1EXEMPLE:


Consid́eronsl’oscillateurharmonique.Le Hamiltonienest� � 
 âã�ã Ø çã ãíé â � â (7.2)


CetHamiltonienestsimplifié enfaisantdisparâıtre la coordonńee � . Posonseneffet
 � ��Ö4Û w°²H³�´�Ö{Ü w (7.3)� � ��Ö4Û wãíé â ´mikjîÖ{Ü w (7.4)


Alors nousdémontreronsquele nouvel Hamiltoniens’écrit simplement� � � â Ö4Û�wã�ã (7.5)


C’est-̀a-direque la coordonńees Ü a disparue.On pourraitcroire a priori que la fonction � estquelconque.
On verraen fait qu’il n’y a qu’un seulchoix pour � Ó si on veut conserver toutesles propríet́es qui ont ét́e
démontŕeesauchapitrepréćedent.


II Rappels.


Consid́eronsun Lagrangien
 Ö � Ó^Ô� ÓBA¤wZï Noussavonsquela transformation Ö � Ó^Ô� ÓBA¤w��  Ö � Ó^Ô� ÓBA¤w Ø ÕÕXA Ê Ö � ÓBA¤w (7.6)


nemodifientpasleséquationsd’Euler-Lagrange(et doncleursolution).CommeÕÕXA Ê Ö � ÓBA¤w �úø
Ê
ø � Ô� Ø ø


Ê
ø A (7.7)


Alors, 
 í 
 Ø ø Êø � (7.8)


et � í � " � t ø Êø A (7.9)


Appliquantle Principevariationneldela Mécanique,onsaitaussiqu’on retrouve leséquationsdeHamiltonenexpri-
mantquela trajectoireréellerendl’action stationnaire.C’est-̀a-direqueï õ Î qÅðq Ï Ö 
 Ô�´t � Ö 
 Ó � ÓBA�w�wâÕXA ù �añ (7.10)


lorsquela trajectoirevarieet à la conditionque ï � Ö/A ð w�� ï � Ö/A â w��uñ . Oncomprendalorspourquoirajouter CC q Ê Ö � ÓBA�wà l’action nechangepasleséquationsd’Euler-Lagrange..La contribution decetermèa l’action estÎ qÅðq Ï ÕÕrA Ê Ö � ÓBA¤w � Ê Ö � â ÓBA â w t
Ê Ö �Ðð ÓBA ð w (7.11)
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Commelesvaleursde � à l’instant A ð et à l’instant A â sontfixéespourtousleschemins,la contribution decetermeest
uneconstanteindépendantedu cheminchoisi.Il nepeutpasintervenir dansleséquationsd’Euler-Lagrange.


III Propri étésde la fonction génératrice ò .


Commela transformationdesanciennescoordonńeesvers les nouvellesne dépendquede la fonction


Ê
, cette


fonctionestappeĺeefonctiongéńeratricedela transformation.Quellessontalorslespropríet́esdecettefonction?


Pourquela transformationsoit canonique,on exigeraquel’action soit aussistationnairedanslesnouvellescoor-
donńees ï õ Î qÅðq Ï Ù Û ÔÜ t � ÖpÛ Ó<ÜJÓBA�w Û?ÕXA ù �uñ (7.12)


où, là encore,le PrincipeVariationnelne prenden comptequeles cheminsà ÜxÖpA ð w et Q Ö/A â w fixés.Autrementdit,
nouspouvonsécrirepourlesvaleursnumériques1Û ÔÜ t � ÖpÛ Ó<ÜJÓBA�w � 
 Ô��t � Ö 
 Ó � ÓBA¤w Ø Õ ÊÕrA (7.13)


où


Ê � Ê Ö � Ó<ÜJÓBA�w , ce qui permetd’assurerque ce termene donneraque descontributions constantes̀a l’action
quelquesoit le cheminchoisi.Regardonscetteégalit́e sousunautreangleÕ Ê � 
 Õ ��t Û Õ�Ü Ø Ë � ÖpÛ Ó<ÜJÓBA�w t � Ö 
 Ó � ÓBA¤w¤Í�ÕrA (7.14)


On retrouve bienque


Ê
nedépendquede � , Ü , A , puisquelesvariations óµôZõÒö÷3ø�÷ ôZõXùWôZú ÷üû decesvariablespermettent


unevariationde


Ê
.


En conclusion,pour que la transformationsoit canonique,il suffit que les variablesconjugúeesobéissentaux
relations(exprimonsque Õ Ê estunedifférentielletotale!)
 � Ø ø


Ê
ø ��ý á�� q (7.15)Û � t ø Êø Ü ý G � q (7.16)


alorsquelesdeuxHamiltonienssontreliéspar� Ö-ÜyÖ 
 Ó � wñÓ=ÛUÖ 
 Ó � w¤w�� � Ö 
 Ó � w Ø ø Êø A (7.17)


Leséquations7.14et 7.16donnentdeuxrelationsindépendantesentreles jeux Ö 
 Ó � w et Ö4Û8Ó<Ü w . En principe,on peut
inversercesrelationsdetelle sorteque,unefois donńe le jeu Ö 
 Ó � w , on peutendéduirele jeu Ö4Û8Ó<Ü w .


Enfin,commenouspouvonsappliquerle principevariationnelsur � , noussommesassuŕesqueleséquationsdu
mouvementdécoulentdeséquationsdeHamilton. ÔÛ � t ø �ø Ü (7.18)ÔÜ � Ø ø �ø Û (7.19)


1. LesdeuxHamiltoniensþ et ÿ prennentdesvaleursdansdesespacesdecoordonńeesdifférents.Cetteégalit́e n’a desensunefois que
l’on connaitla valeurnuḿeriquedumembrededroiteet celledu membredegauche.
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7.2EXEMPLE:


Pourl’oscillateurharmonique,nousavions remarqúe queles transformations7.3 et 7.4 simplifient le Hamil-
tonien.Il resteà déterminerla fonction � pourquecettetransformationsoit canonique.De cesdeuxrelations,
noustirons � � j´Ü�� �Û ãíé��nÛ�� � ãíé���� � Ü (7.20)


Donc, 
 � ø Êø � �
Ê � çã ãíé � â ��� � Ü (7.21)


et comme, Û�� t ø Êø Ü �nÛ�� ãíé � âã	�;iÅj â Ü (7.22)


on endéduit �ÒÖ4Û�w�� ä ãWÛdé�ã (7.23)


IV Application: syst̀eme1d.


Nousallonsmontrerquecetteméthodeestsi puissantequ’ellepermetd’intégrerleslois dumouvementpourtous
syst̀emesconservatifs endimension1! On sedonnedoncun potentiel 6aÖ � w . Commele syst̀emeestconservatif, son
énergie totaleestconserv́ee.


Danscecason chercheraunetransformationcanoniquequi nedépendpasexplicitementdu temps.Riennesert
decompliquerle probl̀eme,puisquele tempsn’intervientpasde façon explicite dansle Hamiltoniendu départ.On
cherchealorsunetransformationtellequeleséquationsdeHamiltonprennentun formetrèssimple.Ceciestle cassi
la variable Ü estcyclique,c’est-̀a-diresi ellen’apparâıt pasdansle nouvel Hamiltonien� . Nousauronsalors
 C àC q �uñC áC q � Ü��Ü à (7.24)


Autrementdit, Û estuneintégralepremìerecaril nedépendpasdu temps: c’estdoncuneconstantedu mouvement.
Mais,puisqueÛ estconstant,Ü��Ü à estaussiuneconstanteindépendantedu temps,puisquec’estunefonctionde Û et
nonde Ü . On peutdoncposer ÕËÜÕXA �Ué (7.25)


Si nous trouvons ce bon changementde coordonńees,”l’af faire seradansle sac”. Les solutionsde ce syst̀eme
d’équationsontdonńeespar Û � 3å qkçmè (7.26)Ü � é#A Ø Ö (7.27)


On dériveracettetransformationdansle casdesvariablesaction-angle.
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DÉFINITIONOn dira qu’un syst̀emeest intégrablesi on peuttrouver unetransformationcanoniquetelle queles
nouvelleséquationsdeHamiltonsoientdu type7.24


V Propri étésdestransformations canoniques.


Ellessontaunombredetrois:


1. L’aire d’un domaineestinvariantesousunetransfomationcanonique.On aeneffetÎ�Î Õ 
 Õ � � Î Î ÕrÛ Õ�Ü (7.28)


2. L’int égraled’unequantit́e le longd’un contourfermé estaussiun invariantcanoniqueÝ Þ Ö 
 Ó � wâÕ � � Ý Þ Ö4Û8Ó<Ü w°Õ�Ü (7.29)


3. Enfin, lescrochetsdePoissonrestenteuxaussiinvariantslorsd’unetransformationcanonique.C’est-̀a-dire:Ë � Ó æ�Í � � G � ø �ø � ø æø 
 t ø �ø � ø æø 
 (7.30)� ø �ø Ü ø æø Û t ø �ø Ü ø æø Û (7.31)� Ë � Ó æ�Í à � á (7.32)


Démontronsla premìerepropríet́equi nousserviraparla suite.Faisonsle changementdevariabledansla premìere
intégrale: Ö � Ó 
 w í Ö{ÜJÓ=Û w . Il fautdoncmultiplier par le jacobiende la transformation.Si la propríet́e 7.28estvraie,
alorscejacobienvaut1. Il suffit doncdedémontrerø ÖpÛ Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � ç (7.33)


Pardéfinition du jacobien,nouspouvonscalculerø Ö4Û8Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � ø Ö4Û8Ó<Ü wø Ö � Ó<Ü w J ø Ö � Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w (7.34)


or, ø ÖpÛ8Ó<Ü wø Ö � Ó<Ü w � ýýýýý Ü
áÜ G Ü àÜ GÜ áÜ á Ü àÜ á ýýýýý � t ø Ûø � � ø â Êø Ü ø � (7.35)


puisque,Û et Ü étantdesvariablesindépendantes,on a Ü àÜ á �uñ .
Enfin,pourle deuxìemejacobienapparaissantdans7.34,nouspouvonsécrireø Ö � Ó<Ü wø Ö 
 Ó � w � õ ø Ö 
 Ó � wø Ö � Ó<Ü w^ù �ið � ýýýýý Ü


GÜ G Ü �Ü GÜ GÜ á Ü �Ü á ýýýýý
�ið � õ ø Ûø ÜTù �ið � õ øZâ


Ê
ø 
 ø � ù �ið (7.36)


Faisantalorsle produitavec7.35: on retrouve bienquele jacobienvaut ç .
7.1 Théorème:


Pour qu’unetransformationsoit canonique, il fautet il suffit qu’ellevérifie lespropriét́es ç Ó®ã ou � .
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VI Variables action-angle.


Danstout cequi suit,on supposeraquele syst̀emeestconservatif et quel’amplitudedu mouvementestfinie. Le
castypiqueestceluid’unebille roulantdansunefossedepotentiel 6yÖ � w . Le Hamiltonienestdoncdu type� Ö 
 Ó � w � 
 âã�ã Ø 6aÖ � w (7.37)


On vamontrerqu’onpeuttrouver ã variablesconjugúeescanoniques,lesvariablesaction ä et angle


]
, tellesqueÕ(äÕXA � t ø �ø Ü �uñ (7.38)Õ ]ÕXA � ø �ø ä �t� å qkçmè (7.39)


Donc


]
crôıt defaçon linéaireavecle temps.Onposeraalors] �UéêÖ{ä!w§A Ø Ö (7.40)


avec éêÖpä!wë" ø �ø ä (7.41)


DÉFINITION Le mouvementétantpériodique,on définit les variablesangle-actioncommeles variablestelles


]
augmentede ãWb à chaquepériode. éêÖ4ä!w�� ãWb8 (7.42)


Cette nouvelle repŕesentationest obtenueen comparant
les airesdansl’espacedesphases.Dansla repŕesentationÖ 
 Ó � w , lestrajectoiresdansl’espacedesphasesressemblent
à desellipses.Le syst̀emeparcourtunede cescourbesà
énergie totale ` fixe.Si �Ðð et � â désignentlesbornespour
lesamplitudesdumouvement,l’aire delasurfacedélimitée
parla courbed’énergie `1�t� å qkç;è s’exprimecommeÉ�Öp`�w��tã Î G ðG Ï Õ � Ë ã�ã Öp` t 6aÖ � w¤w�Í Ïð (7.43)


Gardons̀a l’esprit quelesairesdélimitéespar lescourbes
isoénergiessontdesinvariantscanoniques.


π


ξ −π +π


(α) (β)
FIG. 7.1– Définitiondelaction: cas(a), la paricule
libre; cas(b), le pendule


D’un autrecôté, la trajectoiredansla nouvelle repŕesentation Ö{ä�Ó ] w est une droite ä��ì� å qkç;è , puisque ä est
conserv́e aucoursdu temps.L’aire délimitéeparla trajectoireestdoncÉ�Öp`1w���ãWb@ä (7.44)


Comparantavecl’ équationpréćedente,il vientäDÖ4`1w�� çb Î G ðG Ï Õ � Ë ã�ã Öp` t 6yÖ � w�w¤Í Ïð (7.45)
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Déterminonsmaintenantla variableangle


]
. Consid́erons2 trajectoiresdansl’espacedesphases.La variableaction


étantconstantepourcesdeuxtrajectoires,nouspouvonstoujoursleschoisirdetellesortequela premìeresoit indicée
par unevaleur ä , alorsque la valeur ä Ø�ï ä correspond̀a la deuxìeme.Partonsde � � ñ à A�� ñ pour les deux
trajectoireset arr̂etonsles touteslesdeuxlorsque� � � � . Dansl’espacedesphases,lesdeuxtrajectoiresdélimitent
unesurfacecompriseentrelescourbes̀a ä et à ä Ø�ï ä . Soit ï É l’aire decettesurface.Nousavonsdoncï É � Î Î Õ � Õ 
 � Î G Ñ� Ë 
 Ö4ä Ø�ï ä!w t�
 Öpä!w¤Í� Î G Ñ� Õ � õ ï ä ø 
ø ä Øxw���ï ä â�� ù�� ï ä Î G Ñ� Õ � ø 
ø ä (7.46)


Dansla repŕesentationaction-angle,lesdeuxtrajectoiressontparall̀elesà l’axe äÌ�h� å qkçmè . Commela transformation
estcanonique,cetteaireestla mêmedanslesdeuxrepŕesentations.Donc,ï É{� ] Ö � � w ï ä (7.47)


d’où on déduitencomparantavec7.46quela variableangleest] Ö � w � øø ä Î G Ñ� Õ � Ë ã�ã Ö{` t 6aÖ � w¤w�Í Ïð (7.48)� Ö{ã�ã w Ïð Î G Ñ� Õ � Õ(`Õrä çÖ4` t 6UÖ � w¤w Ïð (7.49)


où la dérivéeC��C�� estévaluéeàpartir de7.45.On apardéfinitioné�" Õr`Õrä (7.50)


VI.1 Application ��������� �"!�#�$ â �&%'�(� .
Pourcepotentiel,


on évaluela variableactionàpartir del’ équation7.45ä � çb Î G ðG Ï Õ �*) ã�ã � ` t � � � j â Ö,+ � w ��- Ïð (7.51)


où lesdeuxpointstournants�rð et � â (i.e. lesbornesdu mouvement)sonttelsque6UÖ �rð w �t6yÖ � â w �u` (7.52)


Cetteintégraleesttabulée.On trouve ainsiäJ� ç+ Ë ã�ã Öp` Ø � w�Í Ïð t ç+ Ë ã�ã � Í Ïð (7.53)


Commele Hamiltonienestl’ énergie dusyst̀eme,il estfaciled’endéduire� enexprimant ` enfonctionde ä . Il vient� Ö ] Ó=ä&w � � Ö ] Ó=ä!w � +�äã�ã/. +�ä Ø ãÍÖ-ã�ã � w Ïð�0 (7.54)
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Dérivantcettedernìereexpressionparrapportà ä , onobtientla fréquenceéé � ø �ø ä � +ã/. +�ä Ø Öpã�ã � w Ïð�0 (7.55)� + õ ãÍÖp` Ø � wã ù Ïð (7.56)


La variableangulaires’obtientaussìapartir du formalismedu paragraphepréćedent.Partantdel’ équation7.48,ona] Ö � w�� Öpã�ã w Ïð Î G� Õ � Õ(`Õrä çÖ4` t � � � j â + � w Ïð (7.57)


Làencore,cetteintégraleesttabulée.On aÎ G� Õ � çÖ{` t � � � j â + � w Ïð � ç+ ä ` Ø � �21 �3�;ikj5476 � Ø `` �;ikj�+ �98 (7.58)


Utilisant 7.55pourla fréquenceé , onentire finalement] Ö � w �Rç+ �21 �3�;ikj:4 � `` Ø � � Ïð �;ikjîÖ,+ � w 8 (7.59)


La loi géńeraledumouvement� Ö4A�w s’obtientà partir decettedernìererelation.Parconstructiondesvariablesaction-
angle,nousavons


] Ö4A�w �Ué#A (7.60)


d’où on tire eninversant7.59 � Ö4A¤w �îç+ �21 �3�;ikj:4 � `` Ø � � Ïð �mikjîÖµé#A¤w 8 (7.61)


VII Invariants adiabatiques.


VII.1 Moti vation.


Consid́eronsle pendulesimpledontle Hamiltonienest� � 
 âã f â Ø f æ � âã (7.62)


Nousallonsconsid́ererdanscequi suit la longueurf dupendulecomme
un param̀etre que l’on peut faire varier de façon adiabatiquedansle
temps.Autrementdit, f Ö/A�w variede façon lentepar rapportauxoscilla-
tionspropresdu pendule.On constatealorsquele rapportde l’ énergie
du pendulesur safréquencene varie pratiquementpaslorsque f varie,
quoiquel’ énergie et la fréquence,elles,varient fortement.D’aprèsce
qui préc̀ede,l’action pourl’oscillateurharmoniqueestdonńeeparä � `Ö ?(; w Ïð (7.63)


où
� � ðâ ?Ëâ 
 â Ø ðâ ;üâ � â . L’action estdoncdéfinie commel’aire de la


surfacedélimitéeparla trajectoirequi estuneellipse.


<>=,?>@
FIG. 7.2– Le penduleperturb́e
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Dansle casdu pendule,l’ énergie totalepeutfacilementsecalculerenremarquantquela vitesses’annulelorsque
le pendulearrive à sonélongationmaximale.On calculedoncl’action commeä´Ö/A¤w � ãTæ f Ö4A�wBA âCEDGF Ö/A¤wÖ�ã â æ f Ö4A�w¤wIHJ (7.64)


Exprimantmaintenantque l’action ne varie pasaucoursd’une transformationadiabatiquedesparam̀etres,on
montrefacilementquela variationdel’angled’écartmaximalestreliéeà la longueurf Ö/A�w du penduleparA CEDGF Ö/A�w���A CEDGF Ö4ñ=w � f Öpñ=wf Ö/A�w � HJ (7.65)


Autrementdit, l’amplitude desoscillationsdécrôıt au fur et à mesureque la longueurdu pendulecrôıt. On peut
facilementle vérifier numériquementcommele sugg̀erela figurequi suit.


VII.2 Invarianceadiabatiquede l’action.


La propríet́e de l’invarianceadiabatiqueestassezgéńeraleet peutêtredémontŕee.Consid́eronsun Hamiltonien� Ö 
 Ó � ÓLK{w où K estle param̀etrequi peutvarierdefaçon adiabatique.On peutintroduirelesvariablesangleet action
aumoyendela transformationcanoniquequi dépendde K . Si la vriable K estindépendantedu temps,le Hamiltonien
devient alors �NM � � Ö4äMÓLK|w (7.66)


Parcontre,si la variable KT����A dépenddu temps,la fonctiongéńeratricedépendexplicitementdu tempset le nouvel
Hamiltoniens’exprimeenfonctiondel’anciencomme� M � � M Ø ø Êø A � � M Ø ��ø


Ê
ø K (7.67)


Danscettenouvelle repŕesentation,leséquationsdu mouvementprennentla formesuivanteOPQ PR ÔÖ �UéêÖpäMÓLK|w Ø �Z�ëÖ4ä�Ó`ÖÓLK{w/Óm� � t Ü ð  Ü � Ü�SÔä ����æ�Ö4ä�Ó`ÖÓLK{w?Ó æB� t Ü ð� Ü�T)Ü�SÔK���� (7.68)


Pourdémontrerquela variableactionnevariepas,nousallonsappliquerle principedela moyenne.CommeÖ estune
variableangulairequi prendsesvaleurssurl’intervalle


Ë ñ°Ó®ãWb ÍLÓ nousallonsapprocherle syst̀eme7.68parun syst̀eme
où leséquationsdifférentiellessontmoyenńeessurl’intervalle


Ë ñ°Ó®ãWb Í{ï Autrementdit, onpostule2 quelessolutionsdu
nouveausyst̀eme OPQ PR ÔÖ �UéêÖ&U�ÓLK|w Ø ���ëÖ&U�Ó`ÖÓLK|wVÓm� � t Ü ð  Ü9V�Ü�SÔU ��� �æ�Ö&U�ÓLK|w?Ó �æ�� t ðâXWZY âXW� Ü ð  Ü�T^Ü�S Õ�ÖÔK���� (7.69)


approchecellesdu syst̀eme7.68.Comme


Ê
estunefonctionunivaluéesurle cercle,on anécessairement�æ�� t çãWb õ ø


Ê
ø K/ù âXW� �uñ (7.70)


2. Il semblequel’on neconnaissepasdedémonstration parfaitementrigoureusedecepoint. Disonssimplementquecela revient à lisser
lesvariationsrapidesdel’ énergie aucours du tempset à negarder quelesvariationslentes.







100 CHAPITRE7. TRANSFORMATIONSCANONIQUES


En conśequence,la variabled’action U nevariepasaucoursdu temps,cequipermetdedire quela vraieaction ä ne
variepasnonplus.C’esteffectivementcequel’on peutconstaternumériquementsurl’exempledupendulesimple.


A B


FIG. 7.3–
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Chapitr e 8


L’oscillateur paramétrique


I Intr oduction.


On appelleoscillateurparaḿetriqueun oscillateurentretenuparuneforcequi variede façon périodiqueavec le
temps.Voici deuxexemplesd’oscillateursparaḿetriques.


1. Consid́eronsun penduledont le point d’attacheoscillesuivant l’axe � defaçon périodiqueavec le temps.Soit[]\,^ w la positiondu point d’attachereṕeŕeepar rapportà l’origine. On peutmontrerqueles équationsd’Euler
Lagrangepeuventêtreécritecomme _`]acb	d egf _[]\h^ weji ��kml \ ` w	nuñ (8.1)


où la positiondu point d’attachevarieavecle tempscomme[]\h^ won [ M ���p� \rq9s ^ w . Afin desimplifier l’ écriture,


on noteras M nut v w la fréquencenaturelledu syst̀eme.


2. Commedeuxìemeexemple,on peutconsid́erer la balançoire ”mathématique”dont la longueur
e \h^ w varie de


façon périodiqueavecle temps.Danscecas,c’estl’action desbrasqui entretientl’oscillateur.


Commele montrece dernier l’exemple,il y a un couplageentre l’excitation, qui est repŕesent́ee par
e \h^ w , et


l’amplitudedesoscillations.Il estbienévidentquel’action desbrasestaplussignficative,c’est-̀a-direqu’elleamplifie
au maximuml’amplitude desoscillations,lorsqu’elleestsynchroniśee avec la demi-ṕeriodedesoscillations.Pour
la balançoire, on tire sur les cordeslorsqu’on atteindl’amplitude maximale,que cela soit en avant ou en arrière.
Autrementdit, si q9s estl’amplitudedu mouvementexcitateur, on doit trouver un effet d’amplificationoptimalpour
la condition ss M nyx (8.2)


On verraquecetteconditionesteffectivementvérifiéeparl’analyseetqu’ellepeutsegéńeraliseràss M n xz|{ z~}�� (8.3)


Cemécanismed’amplificationestcelui del’oscillateurparaḿetrique.Leséquationsd’Euler-Lagrangepourcesdeux
probl̀emescorrespondent̀a l’ équationditedeMathieu._`�f s'�M \ x f�� ���p� \rq9sE^ w¤w(��kml \ ` \,^ w¤wEn�� (8.4)
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On peutmettrecetteéquationsousuneformeplus transparenteen introduisantla variable ��n �����p� \hsE^ w . Il vient
alors `�f s M \ x f ��w ` n��� f�� s � �:n�� (8.5)


Et il s’agitbiend’un oscillateurrepŕesent́e parla variablè coupĺe àunautreoscillateurdontla variableest � . On
remarqueque � nedépendpasde


`
.


II Analyselinéaire.


On cherchedonc à montrer que l’oscillateur paraḿetrique est in-
stablepour certainesfréquencesexcitatrices.Autrementdit, pour ces
fréquenceslà,unelég̀eremodificationdu penduleparrapportà saposi-
tion d’équilibreva setrouver amplifiéeaucoursdu temps.Laméthode
ducalculestalorsla suivante.Onsuposequele mouvementaunefaible
amplitudepour ^��n � . Cecipermetde linéariserles équationsd’Euler-
Lagrangecomme _`�f s'�� \ x f������p� \�q9sE^ w¤w ` \h^ wEn�� (8.6)


Nouscherchonsunesolutionsousla formesuivante` \r^ w�n ` ���3��� ���p� \�sE^ f�� w (8.7)


On pourraalorsdétecterl’instabilité endéterminantla valeurde � { qui
peutêtre,à priori, un nombrecomplexe. Il sepeutque � \ �/w��y�(� Les
oscillationssontalorsatt́enúeesaucoursdu temps.Mais si � \ �/w���� {
le mouvementestamplifiéaucoursdutemps:c’estle signald’uneinsta-
bilit é. Danscederniercas,l’angle


` \h^ w devient deplusdeplusenplus
grandet l’approximationlinéairecessed’êtrevalable(


� kml \ ` w��n ` ). Le
mouvementréel du pendule,une fois l’instabilité amorćee, dépendra
donc destermesnon-lińeairesque nousne prendronspasen compte,
maisaumoins,nousauronsmontŕequel’instabilité a lieu pourunecer-
tainevaleurdela pulsationexcitatrice.


 


¡
m  >  0


FIG. 8.1– Repŕesentationschématique
d’une instabilité. On montre deuxtra-
jectoiresqui diffèrent à l’instant initial
d’une quantit́e infinitésimale. La tra-
jectoire en pointillé s’éloignetrès ra-
pidementdela solutionconstante.


Supposonsalorsquele penduleait commenćeàoscillersuivantl’ équation8.7etnousallonscherchersousquelles
conditionscetteformefonctionnellepeutêtresolutionspeutêtresolutiondeséquationsd’Euler-Lagrange8.6.Celle-ci
étantlinéaire,nouspouvonsposer̀ � nyx . Nousavonsalors¢` n£� � �9� ���p� \hsE^ f*� w a � ��� s � kml \,sE^ f�� w_` n¤� � � ��� ���p� \�sE^ f�� w a q � s � ��� � kml \hsE^ f*� w a s � � ��� ���p� \�sE^ f�� w (8.8)


Reportonsmaintenantcesrésultatsdansl’ équation8.6.Manifestement,nousvoyonsapparâıtredesproduitsdecosinus
et desinus.Cestermesgéǹerentdesharmoniques̀a s { q9s {¦¥ s � Pourle voir, il suffit d’appliquerlesrelationsusuelles
detrigonoḿetrie.Eneffet, on verraapparâıtre,entreautre,un termedu type���p� \rq9sE^ w ���p� \�sE^ f�� wEn xq¨§ ���p� \ ¥ sE^ f�� w f*���p� \hsE^ a©� w�ª (8.9)


Afin desimplifier l’analyse,nousnégligeronslesharmoniquessuṕerieursà q9s . Autrementdit, on écrit���p� \�q9sE^ w ���p� \,sE^ f�� wEn xq ���p� \hsE^ a©� w f �«�«�
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Il y abiensûr un prix à payerpourunetelle approximation.Nousn’obtiendronsquel’instabilité primaireàss � nyx
Nousavonsalorsd’apr̀esl’ équation8.8¬ � `¬ ^ � n � �9� § ���p� \�sE^ w ���p� \ � w a©� kml \�sE^ w � kml \ � w&ª®r� � a s ��¯ (8.10)a q � s � ��� § � kml \,sE^ w ���p� \ � w f*���p� \�sE^ w � kml \ � w&ª
D’où, enportantdansl’ équation8.6� ��� ���p� \�sE^ w�°�� � ���p� \ � w a q � s � kml \ � w a s � � k±l \ � w f�� s ��q ���p� \ � w�² (8.11)f � �9� � kml \hsE^ w ° a � � � kml \ � w a q � s ���p� \ � w a s � ���p� \ � w � s ��q � k±l \ � w ² n��
Commecetteégalíté doit êtrevérifiéequelquesoit ^ , onobtientlesconditionssuivantessur


�³´¶µ ���p� \ � w¸·m� � a s � f s �� f��	¹(º»��¼ a q � s � kml \ � wEn£�� kml \ � w · a � � f s � a s �� f*�	¹(º»��¼ a q � s ���p� \ � wEn�� (8.12)


Cesyst̀emeestunsyst̀emelinéaireen
���p� \ � w et


� kml \ � w . Commecesdeuxfonctionsnepeuventpasêtrenullestoutes
deux,il faut exiger quele déterminantsoit nul. Cetteconditionva pouvoir permettrede détermineruneéquationà
laquelledoit satisfaire � , eton pourradéterminersapartieréelle.Il vient alors�¾½ f q � �  s � f s �� ¯ f  s �� a s ��¯ � a©� � s ½�� n�� (8.13)


qui peutêtreconsid́eŕeecommeuneéquationdudeuxìemededegré en � � . Le discriminantdecetteéquationvaut� s'�� s'� f*� � s ½�� �¿� (8.14)


Lesdeuxracinessontdoncréelles.Leursommevauta q  s �� f s ��¯ �¿� (8.15)


alorsqueleurproduitestégalà À n  s'�� a s'�3¯ � a©� � s ½�� (8.16)


Pour qu’il ait amplification,il faut que �j�Á� . Une desdeux racinesde l’ équation8.13 doit donc être positive.
Autrementdit, l’instabilité auralieu dèsque  s �� a s �3¯ � a�� � s ½�� �¿� (8.17)


Plaçonsnousen s n s � .
Cetteconditionestréaliśeepour


�
aussipetitqueloisible.Dansle casoù s �n s � , il fautque


�
ait unevaleurfinie


pourquel’instabilité ait lieu.
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III Origine physiquede l’instabilit é.


Reprenonsl’oscillateur paraḿetriqueet expliquonsle principe de l’instabilité. Notre exempleest celui de du
penduleplonǵe dansun champgravitationneldont l’amplitudevariede façon périodiqueavec le temps.Supposons
quecelle-cisoit du type d \h^ wEn d � f [ ���p� \�q9sE^ w (8.18)


On déduit l’ équationd’Euler-Lagrange Â£_`�f d \h^ weÃ` n�� (8.19)


Pourdégagerl’origine physiquede l’instabilité à s n s � , on peutapproximerd \h^ w parunesuited’impulsions
trèsbrèbesdeduŕee Ä . C’est le casoù le penduleestsoumisà un chocvertical tousles Åyn W¹ . CommeÄÇÆ W¹ » , la
positiondupendulenechangepaspendantla duŕeeduchoc.Onpeutdoncécrirepourpourtoutefonction È \ ` wÉ(Ê�Ë � Ê È \ ` w ¬ ^ nÌÄ¸È \ `�Í w
où
`9Í


estl’angle moyendu pendulependantle choc.Par contre,l’impulsion correspond̀a un transfertdequantit́e de
mouvement.Il y adoncunevariationdela vitesseetnouspouvonsposerÉ Ê�Ë � Ê _` ¬ ^ n�Î ¢`
Intégronsmaintenantl’ équation8.19pourendéduirela variationdela quantit́e demouvementÂ Î ¢` n a�` Í É�Ê�Ë � Ê d \,^ weÏ¬ ^ (8.20)


Commel’expressionsousle signeintégral est indépendantede l’angle du pendule,la variation de la quantit́e de
mouvementestmaximalelorsquè


Í n `�ÐEÑGÒ . Justeavantle choc,pour
` n `9ÐEÑGÒ , la vitessedupenduleestnulle. À ce


moment,le transfertdel’impulsion estoptimalet le penduleestdéstabiliśe.


IV Diagrammedeszonesd’instabilit é.


L’ étudeexhaustive dela résonnanceparaḿetriqueestuneprobl̀emedif-
ficile, et il est donc physiquementpréférablede se concentrersur un
mod̀eleplussimple,maisqui permetdefaireressortirleszonesd’insta-
bilit é.
Consid́eronsle casdu pendulesimple,où le point d’attachesubit une
acćelérationenformed’unefonctioncréneau.Danscecas,onpeutsim-
plifier l’ écrituredel’ équationd’Euler-LagrangeenposantqueÓ _` n a  s �� f�Ô � ¯ ` �¨Õ ^ Õ¿Ö_` n a  s �� a5Ô � ¯ ` Ö|� ^ � q Ö (8.21)


où la pulsationdela forceexitatriceestfixéeà s nØ×� �
π 2π 3π


FIG. 8.2–


Commeceséquationssont cellesd’un oscillateurordinaire,on connait la solution géńeralesur chaquedemi-
intervalle.Si s	Ù nuÚ s ��ÜÛ Ô � , celle-ciestdu type` \h^ w'n ` � ���p� \�s�ÙÝ^ f*� w (8.22)
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On peutalors relier la solution à l’instant Ö connaissantla solution à l’instant ^ nÞ� . Utilisant le développement
standardde


���p� \,[ f�ß w , il estfaciledemontrerb ` \ Ö�w¢` \ Ö�w i n�à]á b ` \ �=w¢` \ �=w i (8.23)


où la matriceà]á estdéfiniepar à]á~n b ���p� \hs á Ö�w s�â ×á � k±l \�s á Ö�wa s á � kml \�s á Ö�w ���p� \�s á Ö�w i
On définirait demêmeunematrice à â { qui permettraitdepasserde la solutionà l’instant ^ nyÖ à l’instant ^ n q Ö .
On adoncsimplement b ` \rq Ö�w¢` \rq Ö�w i n�à â à�á b ` \ �=w¢` \ �=w i (8.24)


On peutvérifier directementque ãBä3å \ à â à á wEnyx (8.25)


qui n’estautrequele résultatdu théor̀emedeLiouville, puisquele flot hamiltonienconserve lesaires.Lesvariables
dynamiques̀ \�qIz Ö�w et


¢` \�qIz Ö�w auboutde z périodess’obtiennentdoncenmultipliant lesmatricesà â à á comme


b ` \rqIz Ö�w¢` \rqIz Ö�w i n�à â à á �3�3�æà â à áç è�é êë fois


b ` \ �=w¢` \ �=w i (8.26)


Cetteéquationestun premierexempledecequ’on appelleun syst̀emedynamique,c’est-̀a-direun processusitératif
qui permetdeconnâıtre l’ étatdynamiquedu syst̀emeà desintervallesdetempssuccessifs.D’autresexemplesseront
discut́esauchapitresuivant.


Pourconnâıtre l’ étatdynamiqueì ` \rqIz Ö�w { ¢` \rqIz Ö�wGí lorsquez estgrand,diagonalisonsla matriceà â à á . Soientî × et
î � lesdeuxvaleurspropreset


À
la matricedepassage.́Elevons à â à]á à la puissancezà â à á �3�3�æà â à áç è�é êë fois


n À ë b îBë × �� î ë � i
À â ë (8.27)


Si unedesvaleurspropresa un modulesuṕerieurà x , sonmoduleélévé à la puissancez tendversl’infini. Dansce
cas,l’ écartangulairepar rapportà la positioninitial tendà crôıtre, cequi estle signed’une instabilit́e. L’oscillateur
paraḿetriqueseradoncinstablesi unevaleurpropre


î × ou
î � aun modulesuṕerieurà x .


Exprimonscetteconditionssurlesvaleurspropres.L’ équationcaract́eristiqueestï®� a Å�ð \ à â à�á�w ï f x�n�� (8.28)


Le discriminantdecetteéquationdu deuxìemedegré estdonńe par§ Å�ð \ à â à á w&ª � a:� (8.29)


Les deuxvaleurspropressontdonccomplexesconjugúeessi ñ Å�ð \ à â à á w3ñ�� q . Commeleur produit estégalà x {
ellessonttoutesdeuxdemoduleunité.
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Par contre,si ñ Å�ð \ à â à á w3ñ�� q , lesdeuxvaleurspropressontréelleset uneestsuṕerieureà x . Supposonsqueî × ��x2� La suitedesvaleursde
` \,^ n qIz Ö�w crôıt alorsdefaçongéoḿetriquecomme


î ë × , etelle tendrapidementvers
l’infini: il y adoncinstabilit́e. La frontièreentrele régimedestabilit́e etd’instabilit́e estdoncobtenuepour


ñ Å�ð \ à â à á w3ñpn q (8.30)


Soit pour


òòòò q ���p� Ö s á ���p� Ö s â a b s ás â f s âs á i � kml�Ö s á � k±lÜÖ s â òòòò n q (8.31)


Un façon rapidedecomprendrela topologiedu diagrammedephaseestposer
Ô nó�(� On a alors s á�n s â n s . Les


valeursde s qui satisfontà l’ équation8.31sontdonclesentierset lesdemi-entiers


sõô nÌö ÷ sõô nÌö f xq (8.32)


Commelepremiermembrede8.31dépendde
Ô
, onendéduitqu’il existe


deszonesdansle plan \ Ô { s w où l’une desvaleurspropresestsuṕerieure
à x , c’est-̀a-diredeszonesoù l’oscillateurestinstableet la frontièrede
ceszonesintersectel’axedess àchaquevaleurentìereoudemi-entìere.
Cesvaleurs”critiques’ correspondent̀acellesquenousavionsobtenues
auparavant,puisque ss ô n xq9s � n xz
Ceszonesd’instabilit́e ont la forme d’une ø ø langue ù ù qui estd’autant
pluspointueque s estgrandet la situationphysiqueestrésuḿeesurla
figureci-dessous.


w/w0
ú


11/21/3


h
û


FIG. 8.3– Schémadeszonesd’instabi-
lit é dupenduleparamétrique.
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8.1 Exercice:


(Arnold)


Montrerquepourle pendulerenverśe dont le point d’attacheos-
cille, la position d’équilibre instablepeut être renduestablesi
la fréquenced’oscillationsdu point d’attacheest suffisamment
grande.Onproc̀ederacommepourle pendulenormal,etonmon-
treraquela condition(8.31)pourla stabilit́e esticiòòòò q ���p�ýü ö(Ä ���p�ÿþ Ä f b öþ a þ ö i � k±l ü ö(Ä � kml þ Ä òòòò � q (8.33)


où Ä estla périodedesoscillationset ö et
þ


sontdeuxconstantes
quel’on déterminera.


���� ������ ���� ������ 	��� 	
���� �


� � ��� ��� 	�� 	�� ��� �
� 
� �� ���
�


�
FIG. 8.4 – Solutionnuḿeriquede l’ équationdifférentiellepour le pendulerenversé. Si la fréquencedu point
d’attacheestsuffisammentrapide, ici s��2s ô n q � , le point d’équilibre instabledevientstable.
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Chapitr e 9


Syst̀emesdynamiques


I Attracteurs


Consid́eronsune syst̀emeconservatif, c’est-̀a-dire un syst̀emene dis-
sipant pas d’énergie. Le syst̀eme est alors dit Hamiltonien. C’est le
castypique rencontŕe dansles syst̀emesde particulessoumises̀a des
forcesdérivantdepotentielslorsquela friction estnégligeable.L’ étatdu
syst̀emeestdécrit parun point dansl’espacedesphasesdont lescoor-
donńeessontlesvariablesdepositions,grouṕeessousle symbole� , et
lesmomentsconjugúes � . Consid́eronsun pavé del’espacedesphases
définissantun ensemblede conditionsinitiales au temps ^ n ^ ô . Au
tempŝ n ^ × , chaquepoint a évolué, et l’image du pavé initial définit
un nouveaupavé.Le syst̀emeétantHamiltonien,le volumedespavésà^ n ^ ô et à ^ n ^ × sontidentiques,bienquela formedu domaineait pu
changer: c’estle contenudu théor̀emedeLiouville.


���
�������


FIG. 9.1 – Le flot conservele volume
dansl’espacedesphases


Pardéfinition,unsyst̀eme dissipatif neposs̀edepascettepropríet́e,quelquessoientlesvariablesqui sontutilisées
pour décrire sa dynamique.Un syst̀emedissipatif est géńeralementø ø contractantù ù , puisquele volume d’un pavé
diminueau coursdu temps.Les syst̀emesqui nousintéresserontpar la suiteont touscettepropríet́e. Celle-ci està
l’origine de l’existenced’attracteurs,où seconcentrela trajectoiredansl’espacedesphases.Dansce cas,on peut
dire quele nombreapparentde degrésde liberté a diminué. Cettenotion seraessentielledansl’ étudedessyt̀emes
chaotiques.


Commeexemple,consid́eronsle penduleforcéavecuneforce È ���p� sE^ . Sonéquationcontientuntermedefriction
surle pivot, � ¢` , etun fréquencepropres ô . L’angle


`
avecla verticaleobéit alorsà l’ équationdifférentielle¬ � `¬ ^ � f � ¬ `¬ ^ f s �ô � kml ` n�È ���p� sE^ (9.1)


Lorsquela force È estnulle,la trajectoireestattiréeparl’origine (enraisondela friction). Pourl’oscillateurentretenu,
le cycle limite estuneellipse.Cesdeuxexemplessontdescasélémentairesd’attracteur.
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FIG. 9.2 – Losrquela force excitatrice estnulle, le
penduleretourneverssapositiond’équilibre. L’ori-
gineestle seulpointattracteur.


)$*�+ ,�-)$*�+ ,)$*�+ *
-**�+ *
-*�+ ,*�+ ,�-


)$*�+ ,�- )$*�+ , )$*�+ *
- * *�+ *
- *�+ , *�+ ,�-
./
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FIG. 9.3 – Le penduleestentrainé par la force ex-
citatrice. À l’instant initial, le penduleesten


` nu�
avecunevitesseangulaire


¢`
nulle. Lemouvementest


uneoscillationcorrespondantèa l’attr acteur.


Outrele théor̀emeduretourdePoincaŕe, le théor̀emedeLiouville adeuxconśequencesimportantes.


10 Un syst̀emeHamiltoniennepeutpasavoir unepositiond’équilibreasymptotiquementstable.Sinon,la trajec-
toiredansl’espacedesphasesseraitréduiteaumêmepoint,encontradictionavecla loi desaires.


20 Un syst̀emeHamiltonienne peutpasavoir de cycle limite. Si tel était le cas,la trajectoiredansl’espacedes
phasesseréduiraità la mêmecourbequelquessoientlesconditionsinitiales.


II Fractals


Pourl’oscillateur harmonique,la dimensionde l’attracteurestsoit nulle, c’est le casd’un seulpoint, soit unité
losrqu’il s’agit d’unecourbe( È£�ny� ). La géoḿetriedel’attracteurpeutêtrepluscompliqúee.C’estcequi a conduit
D. Ruelleà écriredansun articlecélèbrequeces ø ø attracteurśetantbizarres,on lesa appeĺe desattracteurśetranges
... ù ù .
On emploit le termefractal pour géńeraliserla notion de
dimensioneuclienneà desgéoḿetriesself-affines: c’est-
à-direqueleur formeestinvariantesouslesopérationsde
dilatationde l’espace.La figureci-contrefait comprendre
à quelpoint lesgéoḿetriesfractalessontpathologiques.Il
s’agit de l’ensembledeMandelbrotdont la frontièren’est
pasunecourbelisse.
Onconstruitcetensembleenitérantunapplicationduplan
complexe sur lui-même.Si c estun nombrecomplexe, on
itèrela relation � n � � f21
en partantde � nj� . Par définition, si ñ � ñ estfini au bout
d’unenombreinfini d’it érations,c fait parti del’ensemble.
La partie fonćee de la figure repŕesenteles valeursde


1
pourlesquelleslesitéŕessuccessifsdel’origine sontfinis.


-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
-1.5


-1


-0.5


0


0.5


1


1.5


FIG. 9.4– L’ensembledeMandelbrot.


Pourcaract́eriserla géoḿetried’un ensemblefractal,on introduit la dimensiondeHausdorf(dimensionfractale),
calcuĺee à partir de l’algorithme du pavage.On la calculeen couvrantunestrcturefractalepar un pavagedont les
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dimensionśelémentairessont
Ô
. Soit ��\ Ô w le nombreminimal de pavés nécessairespour couvrir la structure.On


définit la dimensiondansla limite où
Ô


tendvers � comme¬ n e�3 Â 4�5 ô n Log�*\ Ô w
Log \ x76 Ô w (9.2)


Cettedéfinition permetderetrouver defaçon géoḿetriquela notiondedimensiondansle caseuclidien.Ainsi, pour
un seulpoint, il suffit d’uneboulepour le couvrir: on a donc


¬ nc� . Le casd’une ligne estun peuplus intéressant.
Consid́eronsle cycle limite del’oscillateurentretenu.Si la courbeapourlongueur


e
, il faudra


e 6 Ô pavésélémentaires
pour couvrir l’attracteur. Passant̀a la limite, l’ équation(9.2) donnebien


¬ nÏx . Ce raisonnementest facilement
géńeralisablèa toutesdimensionseuclidiennes.


8:9 ;�<8:9 ;�=8>9 ?8:9 ?@;8:9 ?�A8:9 ?B<8:9 ?B=8>9 A


8>9 ? 8>9 ?@; 8>9 ?�A 8:9 ?B< 8>9 ?B= 8>9 A
C


D
FIG. 9.5– EnsembledeCantor. On neretientque q 6 ¥ du segmentà chaqueétape.


Commetroisièmeexemple,consid́eronsla barrede Cantor. Cettestructureest construitede façon itérative en
augmentantl’ échellede résolutionà chaqueétape.On part d’un segmentde droitede longueurunité § � { x7ª . L’ étape
suivanteconsisteà évider un segmentde longueur q 6 ¥ , tout en laissantdeux extrémit́es de longueur x76 ¥ . On ne
retientdoncquelesintervalles § � { x76 ¥ ª et § q 6 ¥�{ x7ª , alorsquel’intervalle § x76 ¥�{ q 6 ¥ ª adisparu.L’opérationestmaintenant
réitéŕee une troisièmefois : l’intervalle § � { x76 ¥ w�ª est divisé en ¥ , et on ne retientque § � { x76FE9ª et [3/9,1/3]. Il en est
de mêmepour le segmentinitial § q 6 ¥�{ x7ª . Ce dernierdonneles deuxintervalles § q 6 ¥�{HG 6FE9ª et [8/9,1]. L’opérationest
réṕet́eeà chaquéetapedetellesortequ’unepartiedela structurèa l’ étape� estenlevéepourpasser̀a l’ étape� f x .
Si le processusestitéŕe jusqu’̀a l’infini, on géǹerede la ø ø poussìere ù ù dont la dimensionfractaleestnonnulle, mais
inféŕerieureà x .


Pourla calculer, appliquonsl’algorithmedupavage.À chaquéetape,il faut q boulesdediamètre x76 ¥ pourcouvrir
unesegmentde longueurinitial unité. À l’ étape� , il fautdonc qJI boulesderayon x76 ¥ I pourcouvrir la structure.
En effet, pourquel’algorithmeait un sens,il fautquetouteslesboulesaientmêmediamètre.La dimensionfractale
estalors ¬ n Log q


Log ¥ (9.3)


qui estbien inférieurà x , puisquela structureestplonǵeedansun segmentdedroitededimensionx . Cettedernìere
remarqueestgéńerale.Un objetfractalplonǵedansunestructureeuclidienne(unplanou l’espacèa troisdimensions)
aunedimensionfractalenécessairementinférieureà la dimensiondel’espaceambiant! Pourunfractal,la dimension
n’estpasun nombreentier, réflètantainsila géoḿetrietrès ø ø clairseḿee ù ù decettestructure.
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La courbedevonKochfournit unautreexempledecourbe
fractale.Si leprocessusdeconstructionestpousśeejusqu’̀a
l’infini, la courbedevonKochaunelongueurinfinie, mais
elledélimiteun pavé d’aire finie :
Zénonpartit d’AthènespourembarquerversElée.Celase
passaitvoici trèslongtemps,celas’estpasśe voici un mo-
ment.Sagegrecparti du bon pied, au pasrégulier. Voici
donc qu’au tiers (disons-le)du parcours,une montagne,
jetéepar là par lesdieux,fit obstaclèa sonavanćee.Il dut
faireun détourpour retrouver sonvrai chemin.Cedétour
faisaitun angleautourde la montagne.Il s’engageatout
aussit̂ot dansla premìere desdeux voies brisées.Or, au
tiersdu nouveauparcours,unecolline jetéelà parun dieu,
fit obstacle.Il dut fairedétourpour retrouver sonchemin,
auxdeuxtiersdu nouveauparcours.Celafaisaitun angle
autourde la colline. Il s’engageadansla premìerede ces
voiesbrisées.Au tiers de cettevoie, un monticule,jeté là
parunpaysan,estdevant.Détourparunangleautourdela
motte.Il s’engage.


1 2


3


FIG. 9.6 – Lespremìeresétapesde la construction
dela courbedevonKoch.


Au tiers,unepoussìere,jetéelà parle vent,audevant.Petitangle,toujours,entourantla poussìere.Il avance.Au
tiers,un atome,jeté là au hasard,̀a sespieds.Angle, tour de l’atome. Il marche.Qui va jeter devant Zenonquelle
petiteparticuleencore,pour le détournerde soncours,de sonretourà sonpaysnatal? Zénonne passeplus.Non,
Zénonpasse.Passe-t-il? MaisquedevientZénonlui-même,devantla taille devonKoch? (Michel Serres,Le passage
duNord-Ouest,HermesV, 1980).


III Syst̀emesdynamiques


Il s’agit d’un syst̀emed’équationsdifférentiellesdu premierdegré ou d’un applicationd’un intervalle sur lui-
même.Toutesdeuxpermettentdeconnâıtre l’ étatdu syst̀emeà l’instant ^ f Î ^ à partir del’ étatà ^ .


Nousillustronscesnotionsà l’aide du penduleforcé où la forceauncomposanteconstanted’amplitudeà etune
composanteoscillantedansle tempsdepulsations . On écrit leséquationsdeLagrangecomme_`�f � ¢`�f s �ô � kml ` n�à f2Ky���p� sE^ (9.4)


Ceprobl̀emeestenfait équivalentausyst̀emed’équationsdifférentiellesdu premierdegréL ¢` n ð¢ðgn M \ ð { ` { ^ w (9.5)


où la variable ð joue le rôle de la quantit́e de mouvement.Faisantvarier le temps,le mouvementdu point de coor-
donńees \ ð { ` w géǹereun flot dansl’espacedesphases.L’expressiondela fonction M \ ð { ` { ^ w estobtenueencomparant
avec(9.4)etenremplaçant


¢`
par ð .


Unealternative pour étudierle mêmeprobl̀emeestdeproćederparuneanalysestroboscopique.La pulsationde
forcefixe uneéchelledetempsnaturelleégaleà sapériode Å�n q ÖN6 s . Décidonsdephotographierle syst̀emeà tous
les instantsz Å et ignoronsce qui sepasseentreles périodes.Nousgéǹeronsainsi un applicationà deuxvariables,
puisquelesvaleursde


` ë n ` \hz Å<w etde ð ë n�ð \hz Å<w nedépendentqueducouple \ ` ë â × { ð ë â × w etdela périodeÅ . On
peutdoncécrire L ` ë á × n O × \ ` ë { ð ë { Å2wð ë á × n O � \ ` ë { ð ë { Å2w (9.6)
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où lesdeuxfonctionsO × et O � sontinconnuestantqu’onneconnâıt pasla solutionexactedu probl̀eme.


Poserla questioncommeen(9.6) revient à fairela sectiondePoincaŕe du flot géńeŕe parl’ équationdifférentielle
originale.L’avantageprincipalede cetteméthodeest qu’il n’est pasnécessairede connâıtre exactementcesdeux
fonctionspourdégagerlespropríet́esphysiqueslesplusimportantes.Seulesquelquespropríet́estrèsgéńeralesdeces
fonctionssontenfait pertinentespourl’analyse(voir sectionsurl’universalit́e).


La théoriemodernedessyst̀emedynamiquesignorele plussouventl’origine physiquedeséquations.Elle raisonne
defaçon topologiquesurl’attracteur. Pourle penduleforcé, l’attracteurdela Figure9.2a uneformeelliptique.Dans
le plan


` { ð , il existe doncunecourbed’équationð:n d \ ` w qui décrit la trajectoiredansl’espacedesphases̀a des
tempssuffisammentlong. Insérantcetterelationdansl’ éq.(9.6),noussommesrameńesàuneapplicationàuneseule
variable,celle-ciassociant


` ë à
` ë á × ` ë á × nPO × \ ` ë { d \ ` ë w { Å2w (9.7)


Pour pousserle calcul, il faut déterminerles deux fonctions O et d . À l’heure actuelle,c’est choseimpossible.
Personnene sait calculerexactementl’application stroboscopiquèa partir du syst̀emed’équationsdifférentielles.
D’ailleurs,il n’estpasévidentquecettequestionsoitpertinente,puisqu’onmontrequeles ø ø observablesù ù intéressants
nedépendentquedeclassestrèsgéńeralesdefonctionset nondepropríet́esparticulìeres(voir paragraphesur l’uni-
versalit́e).


Pourétudierles phénom̀enesoù deuxfréquencesrentrenten comṕetition, on utilise géńeralementl’application
dite ø ø standardù ù . La suitedes § ` ë ª ëRQ ô estalorsgéńeŕeecommesuit` ë á × nÌÈ \ ` ë wEn ` ë f�þ�aSKy� kml q Ö ` ë (9.8)


où l’interprétationphysiquede
þ


et
K


apparâıtra danslesparagraphessuivants.Pourl’instant, il estpréférabledeles
prendrecommeparam̀etresd’ajustement.


TT�U VT�U WT�U XT�U YT�U ZT�U [T�U \T�U ]T�U ^ V


T T
U V T�U W T�U X T
U Y T�U Z T
U [ T�U \ T�U ] T
U ^ V
_�`�acb%d Wfe


_ ` d W�e
FIG. 9.7 – Valeur de


` ë á × en fonctionde
` ë pour` ë n qIz ÖN6 s . Chaquè ë a ét́e calcuĺe à partir de


l’ équationdifférentielle du penduleforcé avec les
valeurs suivantess �ô n x { �~njx2�$g GFh�{ à njx2� � { s nx2� GFh�{ K nyx (D’aprèsBohr etal., 1984).


ii�j ki�j li�j mi�j ni�j oi�j pi�j qi�j ri�j s k


i i
j k i�j l i�j m i
j n i�j o i
j p i�j q i�j r i
j s k
t�u�vcw%x lfy


t u x l�y
FIG. 9.8– Applicationstandard,


K nyx { þ nÌ�(� h .


La figurepréćedentemontredeuxgraphes.Le premiera ét́e traće à partir de l’ équationdifférentielledu pendule
forcé. L’angledu pendulè étantunefonction périodique,l’intervalle de variationa ét́e rameńe à § � { q Öÿª . La figure
de droite montre,quantà elle, les variationsde


` ë á × en fonction de
` ë pour l’application standard.On constatela


similarité entrelesdeuxgraphes,cequi permetdemieuxcomprendrepourquoil’usagedel’ équation(9.8)estjustifié
danscecas.Bienquelesdeuxcourbesnesoientpasidentiques,onconçoit bienqu’ellespuissent̂etrerameńeesl’une
sur l’autre parun changementdecoordonńeesinfinimentdifférentiables(Si È et d sontdeuxapplicationsreliéespar
unchangementdecoordonńees


�
, alors È{z � \hï w'n � z d \hï w , quelquesoit le pointx del’intervalle).







114 CHAPITRE9. SYSTÈMESDYNAMIQUES


On peut demandersi toute applicationd’un intervalle sur lui-même est assocíee à un syst̀eme d’équations
différentielles.La réponseestnon.En voici la raison.Pourtouteséquationsdifférentielles,la valeurdela solutionà
l’instant ^ estuniquedèsquela valeurà l’instant initial estconnu.Il faut doncquel’application de l’intervalle sur
lui-mêmesoit bijective pour queles itéŕessuccessifsd’un point soientdétermińesde façon uniquepar le point de
départ.Si c’est le cas,l’applicationa un inverse.Connaissant


` ë á × , on connâıt de façon unique
` ë . On verraquela


conditiondeperted’unicitépourlesapplicationsducercleestassocíeeà l’apparitiondurégimechaotique.Enrésuḿe,
onpeutrepŕesenterla connectionentrele syst̀emephysiqueet l’applicationducerclecommesuit


SYSTÈME PHYSIQUE (PENDULE)|
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES|


APPLICATION À DEUX VARIABLES|
APPLICATION À UNE SEULE


VARIABLE (EN RAISON DE LA


DISSIPATION)


Voilà. La dissipationqui posegéńeralementdesprobl̀emesdu point de
vue math́ematiquepermetici de simplifier consid́erablementla ques-
tion. Noussommespartisd’un syst̀emed’équationsdifférentielles,dont
il estapriori trèsdifficile d’extrairelespropríet́esgéńerales,pourarriver
à uneapplicationducerclelui-même(onparledecercle,carla variable`


peut être vue commela coordonńee naturellereṕerantun point sur
un cerclede rayonunité). On verradansles sectionssuivantesqueles
applicationsd’un intervalle sur lui-mêmeposs̀edentdescyclesqui per-
mettentdecalculertrèssimplementlessériespériodiques. FIG. 9.9 – En raisonde la dissipation,


le syst̀emeest attiré par un ø ø attrac-
teur ù ù schématiśepar lecerclemédiant.


Concluonscettesectionenréintroduisantle tempŝ , cequi va nouspermettrede faire le lien avec la sectionde
Poincaŕe.Toutcommepourl’angle


`
qui n’apparâıt quecomme


� kml ` dansl’ équationdudépart,le tempsestintroduit
commeunefonction


� k±l sE^ pour la forceextérieureagissantsur le pendule.Cesdeuxfonctionsétantpériodiques,le
graphede


`
en fonction de ^ estdonctraće sur un réseaupériodique,où on peut identifier les bordsoppośesd’un


rectangléelémentaire.Un rectangledontlescôtéssontidentifiésdeuxàdeuxposs̀edela toplogied’un tore.Au fur et
àmesurequele tempsévolue,le syst̀emedécrit dansl’espacedesconfigurationsunehélicequi s’enroulesurcetore.
Prendrela sectionde Poincaŕe, revient à connâıtre les intersectionsde cettehélice avec un plan perpendiculaireau
plandegéoḿetriedu tore.À chaquepassage,l’hélice ø ø perce ù ù le plan,et lesintersectionssuccessivespermettentde
construirel’application


` ë á × enfonctionde
` ë .
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}}�~ � �� ~ ��
� ~ �
�


} � � � � �
��� ���


� �f�
FIG. 9.10 – Le penduleest entŕe en rotation et le
tempsest mesuŕe en unité de période de la force
extérieure.


���


FIG. 9.11 – On a identifíe les côtés d’un carré
élémentaire ^ 6�Å"n � { x et


` n"� { q Ö . Une fois faite
cetteidentification,l’espacedesphasesa la topolo-
gied’un tore, où l’orbite dessinedeshélices(denses
ou pas).


9.1EXEMPLE:


Un exemplesimple de syst̀emedynamiquequi intervient dansde nombreusesapplicationspratiquesest la
méthodedeNewton pourtrouver lesracinesd’un polynôme(Devaney, x�EJ� h ). Soit


À \hï wEn [ ë ï ë f [ ë â × ï ë â × f �3�3� f [ ô (9.9)


unpolynômededegré z . Nousdésironstrouver lesracinesde


À
. Lorsquez excède¥ , il estsouventimpossible


de tirer uneexpressionanalytique.La méthodede Newton permetde les calculernumériquementde façon
itérative.Si


À�� \hï w désignela dérivéede


À
aupoint ï , donnonsnousï ô etconstruisonsla série \hï ë w ëRQ ôï × n ï ô a����H���B����%�H� � �ï � n ï × a����H�F������%�H�F����3�3�ï ë á × n ï ë a����H������ � �H� � �


La suitedesitéŕesde ï ô converge versunedesracinesdu polynômesi ï ô estbien choisi.Nousavonsdonc
remplaće la recherchedesracinesd’une équationalgébriquecompliqúee,par la constructiondesitéŕessuc-
cessifsd’un point dedépart.C’estcet étatd’espritqu’il fautconserver pourcomprendrecequ’estun syst̀eme
dynamique.


IV Orbites périodiques


Un syst̀emedynamiqueestdonc ø ø quelquechose ù ù qui estitéŕe. Dansle casdesapplicationd’un intervalle sur
lui-même,il s’agit d’une simplificationmajeure,car le syst̀ememath́ematiqueesta priori plus simple (surtoutdu
pointdevuenumérique).L’usaged’uneapplicationpourdécrirela dynamiqueestunmoyentrèscommodededécrire
lespropríet́esdepériodicit́e dusyst̀emephysiquesous-jacent.


Revenonsautoredela figurepréćedente.Supposonsquele syst̀emesoit périodiquesuivant l’axe desymétriedu
tore.Au coursdutemps,le syst̀emetracesurle toreunecourbequi revientsurelle-m̂emeauboutd’un certainnombre
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detours � . Celaveutdirequela sctiondePoincaŕeestelleaussipériodiqueetquel’applicationducerclequi la décrit
estelleaussipériodique.


Définissonsl’application È commaétantl’applicationstandardmodulox (pour se ramenerà unevariableangulaireil suffit de multiplier parq Ö ). È \ ` w�n `�f�þ*a�K � kml \rq Ö ` w § x7ª (9.10)


Onauraalors È � I � \ `�� wEn `��
(9.11)


où lesitéŕessontdonńesparla convolution de È avecelle-m̂eme.È � ë � nÌÈ�z�È{z È �3�3��z¸Èç è�é êë fois


(9.12)


�¡ ¢¤£
¥¤¦ §©¨ ª©«


¬¡


FIG. 9.12– Orbitepériodique


La suitedes \ ` ë w ×B® � ® I estappeĺeeuneorbitepériodique.Si le syst̀emen’estpaspériodique,ondit qu’il estquasi-
périodique.La courbequetracela trajectoiresurle toreneserecoupejamaisetellerecouvredefaçondensela surface.
Danscecas,l’applicationdu cercleneposs̀edepasd’orbite périodique.Il fautdoncchoisir lesdeuxparam̀etres


þ
etK


pourquele syst̀emesoit périodique.


Pour
K n�� , l’application È estunedroite È \ ` w�n `�f þ . Rappelonsquel’unité detempsestdonńeparla période


de la force extérieure q ÖN6 s . Comme
` ë á × n ` a z , þ repŕesentela fréquencedu syst̀emerapport́e à la fréquence


extérieurelorsquela non-lińearit́e estnulle (
K n�� ). Dansl’ équation(9.4)dupenduleforcé,c’estla gravité (le terme


en ¯ 3 z ` ) qui introduit ceseffetsnon-lińeaire.Dansl’applicationducercle,
K


jouedoncunrôle analoguèa s �ô .
Les deuxparam̀etres \ þ { K w sontdoncles param̀etresde contr̂ole qui permettentdéterminantles propríet́es de


l’application du cercle.La propríet́e importanteest la notion de périodicit́e dont la notion contraireest la quasi-
périodicit́e. Si l’applicationestpériodique,la suitedesitéŕesd’un point vient à seconfondreavecelle-m̂emeaubout
d’un certaintemps.Le nombrede rotationquenousdéfinissonsdansla prochainesectionpermetde mieux définir
cettequestion.


V Nombrede rotation


Consid́eronsasuitedes ° ` ë²± { z´³ � . Chaquefois quel’orbite percele plandePoincaŕepourdonnerunenouvelle
valeur


` ë á × , le points’estdéplaće surle cercle.Il estintéressantd’introduireunequantit́e qui permetdecharact́eriser
quelestle déplacementmoyendela variable


` ë entrechaquetour.


La distanceentredeuxitéŕessuccessifsestevidemmentdonńeeparla différence` ë á × a5` ë nÌÈ � ë á × � \ ` ô w a È � ë � \ ` ô w (9.13)


Nouspouvonsalorsfairela moyennesurla sérieenajoutantlesdistancesetendivisantparleurnombrezxz \ ` ë a:` ë â × f�` ë â × a©` ë â � f �3�3� f�` × a5` ô w�n xz ì�È � ë � \ ` ô w a5` ô í (9.14)


Passons̀a la limite z¶µ¸· . On définit le nombrederotationcomme¹ n»ºmk�¼ë 5¾½ xz ì�È � ë � \ ` ô w a5` ô í (9.15)


Le facteur q Ö est l’angle qui correspondexactement̀a un seul tour. Le nombrede rotationmesuredoncle nombre
moyendetoursentredeuxitéŕeset nonla variationmoyennedela variableangulairè . La raisonpourlaquellenous
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sommespasśesà la limite estla suivante.Nousdésironsprendrela moyennesurun nombreinfini dedistance.Dans
ce cas,on peutmontrerque


¹
ne dépendpasdu point dedépart


` ô (toujoursen raisonde la dissipation).C’est ce
qu’onappelleø ø l’ergodicit́e ù ù .


Si
K nó� , le nombrederotation


¹
seconfondavec


þ
,
K n þ . On dit que È estunerotationpure(danscecas,


on la note ¿ ) etelleseconfondavecunedroite È \ ` wõn `�f ¹
(9.16)


Restonsavecunerotation(
K n�� ). Supposonsmaintenantque


þ
soit un nombrerationnelþ nÁÀ Â


L’orbite revient doncsurelle-m̂emeapr̀es
Â


tours,puisque¿ �ÄÃB� \ ` w�n `�f Â þ n ` § x7ª (9.17)


Parcontre,si
þ


n’estpasun nombrerationnel,la suitedesitéŕesnerevient jamaissurelle-m̂eme: elle couvrepetit à
petit tout cercle,detelle sortequela suitedesitéŕesd’un point devient dense.On dit alorsquele syst̀emeestquasi-
périodique.Si


K �n�� , il suffit deremplacer
þ


parle nombremoyenderotation
¹


pouravoir unedéfinitionanalogue.
On peutdoncclassifierlesorbitessuivant le nombrederotation


¹
qui, enrèglegéńerale,diffèrede


þ
.


10 Si
¹


estrationnel,l’orbite estpériodique.


20 Si
¹


estirrationnel,l’orbite estditequasi-ṕeriodiqueet la suitedesitéŕes ° ` ±�ëRQ ô estinfinie.


À cestade,il estnécessairedeproćedernumériquementpourdéterminerlesorbitespériodiquesenfonctiondes
deuxparam̀etresdecontr̂ole.
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9.1 Remarque:


Il existeun changementderep̀erequi permetderamenerÈ à unerotationpuredemêmenombre
derotation(Arnold, Hermann,Yoccoz).Consid́eronsl’applicationd ë n xz �ÆÅ ëÇ�ÈÅ × ·±È � � � \ ` w a ö ¹ ¼ (9.18)


Nousavons d ë z�È \ ` wõn xz �ÆÅ ëÇ�ÈÅ × ·±È � � á × � \ ` w a ö ¹ ¼ (9.19)


n xz �ÆÅ ë á ×Ç�ÈÅ � · È � � á × � \ ` w a \ ö a x�w ¹ ¼ (9.20)n d ë \ ` w f ¹ç è3é ê
Rotationpure


ÅÊÉ²Ë f ° xz ì È � ë á × � \ ` w a È \ ` w í a ¹ ² (9.21)


Faisontendremaintenantz versl’infini. La dernìere
équationest simplifiée, car le termeentrecrochet
estnul (pardéfinition du nombrederotation).Dans
cettelimite, on peutdoncécrired ½ z�È \ ` wõn d ½ zÌ¿ \ ` w (9.22)


Parsuite È n d â ×½ zÌ¿�ÍÎz d ½ (9.23)


cequi montrequel’applicationstandardÈ peutêtre
rameńee à une rotationpurepar le changementde
coordonńeesd .
Dèsquel’application standardcessed’avoir un in-
verse,ce changementde coordonńeesest patholo-
gique. On peut s’en douter, car il conjuguedeux
fonctionsdontlespropríet́essonttrèsdifférentes,la
rotationétantelle toujoursinversible.


Ï Ð$Ñ ÒÏ Ð$Ñ ÓÐÐÔÑ ÓÐÔÑ Ò
ÐÔÑ ÕÐÔÑ Ö
Ï ÐÔÑ Ò Ï Ð$Ñ Ó Ð ÐÔÑ Ó ÐÔÑ Ò ÐÔÑ Õ Ð$Ñ Ö


×ÄØ ÙHÚ
Ù


FIG. 9.13 – Graphe de la conjugai-
son d . Cettefonctionestcontinue, mais
elle n’est dérivable nulle part (


K nx { ¹ n ×� �Û g a x ¯ ). Cettevaleur
de


¹
correspond̀a l’inverse ø ø nombre


d’or ù ù que les grecs anciens regar-
daient commele rapport de propor-
tionnalité le plusparfait.


VI Accrochagede phase


Noussommesmaintenantenmesuredecomprendrel’influencedu termenon-lińeaire(la gravité dansl’exemple
du pendule).Nouscaract́erisonsl’́etatdu syst̀emeparsonnombrederotation.Si celui-ci estun nombrerationnel,par
exemple x76 q , ondit quele syst̀emeaaccroch́e.







VI. ACCROCHAGEDE PHASE 119


Ü¤Ý ÞàßÜ¤Ý ÞâáÜ¤Ý ÞàãÜ¤Ý ÞàäÜ¤Ý$åÜ¤Ý$åâæÜ¤Ý$åèçÜ¤Ý$åFéÜ¤Ý$å�Þ


Ü¤Ý Þàß ÜêÝëÞèã Ü¤Ý$å Ü¤Ý$åèç Ü¤Ý$å�Þ
ì


í
FIG. 9.14– Pour


Kïî �(�$� , le syst̀emea unnombrederotation x76 q pourunintervalledelongueurnonnul de
þ


centŕe
en x76 q .


Pourtracerla figurepréćedente,on a simplementitéŕe l’applicationstandard̀a partir d’un point dedépartchoisi
defaçonaléatoireetonacalcuĺe le nombrederotation


¹
( � î x3� � � ). Lorsque


Kïî � , le nombrederotation
¹


est
égalà


þ
. Parcontre,dèsque


K �¿� , il existedesplages,où le syst̀emeaccrochesurdesorbitespériodiques.


Pour calculerla longueurd’un intervalle q Î þ où le syst̀emeaccrochesur uneorbite périodique,consid́erons
uneorbitepériodiquedepériode2 dont le point dedépartest ð ô . L’applicationport́eeà la puissance2 donnel’it éŕe
deuxìeme ð � î ð ôòñ q þ2óSKy�@ô%õ q ÖÊð ô óSKy�@ô%õ�ö q ÖÊð ô÷ñ q Ö þøó q Ö Ky�@ô�õ q ÖÊð ô w § x7ª (9.24)


où
þùî x76 q . Pour


Kúî � , nouschoisissonsð ô î � . Par contre,si
K �Ì� , le point dedépartdel’orbite depériode2


estsolutiondel’ équationq Î þ�óûK �cô%õ q ÖÊð ô ó�K �cô%õ�ö Ö ñ q ÖÊð ô÷ñ q Ö Î þ2ó q Ö Ky�@ô�õ ð ô w î � § x7ª (9.25)


CommeÎ þ et
K


sontpetits,onpeutfairele développmentlimit édusinusenpoussant̀a l’ordre 2 (lestermesd’ordre
1 setélescopent).On trouve quele point dedépartestsolutiondel’ équation�@ô�õo� ÖÊð ô î Î þÖ � K � (9.26)


La fonctionsinusétanttoujoursinférieureà1, il existedoncun intervalle Î þ nonvidequi permetd’avoir uneorbite
depériode2, tantquele membredegaucheestinférieurà l’unité.


La figure préćedentemontrenéanmoinsque tous les nombresde rotation rationnelsne semblentpasjouer le
mêmerôle. Il subsisteen fait desorbitesstablesdont les nombrede rotationsont irrationnels.On montre(et ceci
n’estnullementévident)qu’onaccrochedeplusenplussurdesorbitespériodiquesaufur et àmesureque


K
crôıt. Il


restecependantuneprobabilit́e nonnulle d’accrochersurdesorbitesquasi-ṕeriodiquestantque
K � x . C’estpour


celaqu’on dit quedeuxoscillateurscoupĺesont tendancèa accrocher, c’est-̀a-direà sesynchroniser. Celanemarche
pasà tousles coups,il faut choisir la bonneplagedesparam̀etres! C’est ce qui avait déjà ét́e énonće par Huygens
au x G esiècle lorsqu’il avait remarqúe quedeuxhorlogesmécaniques,dispośeesdosà dos,avaient tendancèa être
synchrones.


Pour
Küî x , la mêmecourbemontreunestructureparticulìerementaccident́ee.Onmontrequ’il existeunplateau


pourchaquenombrerationnelde
¹


. Cet ø ø escalierdu Diable ù ù a unestructurefractale,puisquesi on fait un zoom,
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onretrouve la mêmestructure(
þýî �(� h x��2� ¥ ¥ EJ�J� G g pour


¹ îùþ
).


ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� �ÿ�� 	ÿ�� 



ÿ�� � ÿ�� � ÿ�� � ÿ�� � ÿ�� � ÿ�� � ÿ�� 	
�


�
FIG. 9.15– Escalierdu Diable pour


K î x . Nous
sommes̀a la limite du chaos(


K � x ). Lesplages
d’accrochagecorrespondentauxdifférentsplateaux.
Onremarquequela longueurdesplateauxestd’au-
tant plus grande que ceux-ci sont centŕes sur un
nombre rationnelà petit dénominateur.


�� ����� ����� �
�� ����� ����� ����� ����� �


�� � �� ��� �� ��� �� ��� �� ��� �� �
�


�
FIG. 9.16– Il s’agit dela mêmeFigure quecellede
gauche, maiscelle-ci a ét́e agrandie pour montrer
quel’escaliera unestructure fractale.


On remarquequetouslesnombresderotationrationnelsnesontpastraitésdela mêmemanìere.Pour
¹ î x76 q ,


nousavonsun plateauassezlarge. Á l’oeil, x76 ¥ et q 6 ¥ suivent, puis x76 � et ¥ 6 � et ainsi de suite.On retrouve une
classificationdesnombresrationnelssuivant l’ordre croissantdeleurdénominateurxq x¥ q¥ x� ¥� xg qg ¥g � g �3�3� (9.27)


Plusle dénominateurseragrand,plusla plaged’accrochagepour
Kïî x serapetite.


Puisquelesnombresrationnelssontpartoutdensessurla droiteréelle,iles permettentd’approchern’import quel
nombreréel avec uneprécisionarbitraire.Certainsnombresréelssontmalgŕe tout plus ou moinsbien approxiḿes
pardesnombresrationnels,surtoutquandleurdénominateurssontgrands.Commeexemple,consid́eronsl’inversedu
nombred’or þ î xq ì Û g ó x3í (9.28)


déjà connusdesGrecs,commefixant la proportionla plusesth́etique(c’estcelle-ciqui estutliséeparleslogicielsde
traitementdetexte et lestraceursdecourbe).


Introduisonsla suitedeFibonacci° � ë©±�ëRQ ô définiepar� ô î � × î x (9.29)� ë á � î � ë á × ñ � ë (9.30)


Nousmontronsquelesnombrerationnels
þ ë î � ë 6 � ë á × approximentle nombred’or. Divisantla dernìereégalit́e


membrèa membre,nousavons � ë á��� ë á × î�� ñ � ë� ë á × (9.31)


detelle sortequ’à l’infini �þ ½ î�� ñ þ ½ (9.32)
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Cetteéquationestuneéquationdudeuxìemedegré,dontla racineinférieureà
�


estprécisemmentl’inversedunombre
d’or


þ ½ î þ
.


Réécrivons
þ ë commeun fractioncontinue.þ ë î � ë� ë á × î �� ë á ×� ë î �


� ñ � ë â ×� ë (9.33)


detelle sortequenouspouvonspasser̀a la limiteþ î �
� ñ �


� ñ �� ñ�� � �
(9.34)


On conçoit que
þ


estdifficilementapproch́e,puisquecettefractioncontinueconvergelentement1.


Revenant̀a l’escalierduDiabledela figurepréćedente,lesplagesd’accrochageoù
¹


estrationnelserontd’autant
plusétroitesqu’onserapprochede


þ
. C’estbiencequ’onconstatenumériquement.


VII Observation dessyst̀emesdynamiques


Ceparagrapheconcernel’un desrésultatsdemath́ematiqueslespluspuissantsdû à F. Takens(
� EJ�"! ). Il permet


dereconstruirele flot dansl’espacedesphasesd’un syst̀emedynamiquèa partir de l’observation d’un seuldegré de
liberté. Cetteproćedurepermetdoncdeconnâıtre toutela dynamique10 sansconnâıtre les équationsdifférentielles
dusyst̀eme;20 à partir d’un seuldegré deliberté.


Pourillustrercetalgorithme,nousintroduisonsunsyst̀emedynamiquedû àLorenz(
� E h ¥ ). Il s’agitd’uneapproxi-


mationdrastiquedeséquationsdeNavier-Stokespourunécoulementconvectif. Pourcequi suit, il suffit deconsid́erer
le syst̀ememath́ematiqued’équationsdifférentiellesdonńe par³#´ #µ ¢ï îùþ ö%$ ó ï w¢$ î'& ï ó($ ó ï*)¢) î ó,+ ) ñ ï $ (9.35)


où les trois parm̀etres
þ�-.&


et
+


sontdesdonńeesdu probl̀eme.Pourcertainesvaleursde cesparam̀etres,le flot° ï ö%/ w -0$�ö%/ w - ) ö%/ w ± estchaotique.La figuresuivanterepŕesentela solutionobtenuepour
þûî1� ! -2+�î �è6 ¥ -2& î43 � .


On constatela présencede 2 lobesautourdesquelsla solutionvient s’enrouler, sur l’un et puis sur l’autre. Ce qui
n’estpasprédictibledanscesyst̀emetrèssimplec’estle nombredetoursquevafairele flot autourd’un lobeavantde
sautersurl’autre.Si lesconditionsintialessontperturb́eesd’un facteurinfime,onobtiendratoujours2 lobes,maisle
tempsquepasserala solutionsurchacund’eux seratotalementdifférent.


1. Lesfractionscontinuesdu type 5
687 5


697 5
687;:<:<:


converged’autantplusvite que 6>=@? ou 6>=4A . La frontièreestdoncen 6>B 5
.
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FIG. 9.17– Projectionorthographiquede l’attr ac-
teurdeLorenz.
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FIG. 9.18– Projectionorthographiquede l’attr ac-
teur à partir de l’algorithme deTakens.On a tracé° ï ö%/ w - ï ö%/ ñ !(�C!èg:w - ï ö%/ ñ !(� � w ± �


Commentpeut-onreconstruirecettefigure à partir de la seuleconnaissancede la variable,disons,ï ö%/ w ? L’algo-
rithmedeTakensconsistèa étudierle flot ° ï ö%/ w - ï ö%/ ñ Äçw - ï ö%/ ñ 3 Äçw ± . Celuis-ciestrepŕesent́eedansla figureadjacente
pourunevaleurdu retard Ä valant0.05.Lesdeuxfigures,bienquetrèssemblables,nesontpasrigoureusementiden-
tiques.On conçoit qu’ellespeuvent êtrerameńeesencöıncidenceparun changementdecoordonńeessuffisamment
régulier, detellesortequela toplogiegéńeraleestenfait inchanǵee.


Onremarquequela seuleconnaissancede ï ö%/ w apermisdereconstruiretout l’attracateursansutiliserdirectement$�ö%/ w ou ) ö%/ w . La raisonpourlaquellel’algorithmemarcheestque ï ö%/ ñ Äçw dépendde
$Êö%/ w et ) ö%/ w . L ’information qui


a ét́e perdueenéliminantlescoordonńees
$


et ) estdoncretrouv́eepar la dynamique.L’algorithmeretientdoncles
corŕelationsentrecestroisvariables,cequi permetdereconstruirel’attracteur.


Cet algorithmepermetde différencierun syst̀emechaotique,qui a unestructureinternecommeun attracteur,
d’un syst̀eme ø ø bruyant ù ù , c’est-̀a-direaléatoire,pourlequelun tel algorithmenedonnerien (lespointsremplissentla
feuille sansordre).


VIII Un théorèmeconnu


Un probl̀emedifficile consistèasavoir cequi sepasseexactementlosrqu’onperturbesuffisammentl’attracteuren
modifiantl’application.Retournantaucasbi-dimensionnel,nousvoulonssavoir quelestl’effet d’un perturbationde
type L ð ë á × î È ö ð ë w ñ ��D × ö ð ë - ð ë wð ë á × î ð ë ñ ��D � ö ð ë - ð ë w (9.36)
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où les fonctions D × et D � sontpériodiquesde période1 et préserve la surface.Le param̀etre � est le param̀etrequi
pilote l’amplitudedela perturbation.Deuxcasdefiguresontintéresantssuivantquele syst̀emenonperturb́e ait une
nombrederotationrationnelou non.


Si le nombrede rotation est rationnel,l’application È ö ð�w î ð ñ þ poss̀edeune infinité de points fixes.Une
perturbationlècecettedéǵenerescenceet ö pointsfixesapparaissent.C’estle théor̀emedePoincaŕe-Birhoff, maisqui
nedonnepasla valeurde ö (il existetoutauplus).


Intéressonsnousmaintenantauxorbitespériodiquespourlaquellela trajectoirenonperturb́eedessineunehélice
partoutdensesurle tore.C’estcequ’onappelleaussiun torenon-ŕesonnant.Perturbonsle syst̀emecommeen(9.36).
La questionestdesavoir si la courbedela sectiondePoincaŕe estdéforḿeeou si elledisparâıt. Le théor̀emeK.A.M.
(pour Kolmogorov, Arnold et Moser)donnepour réponse: si la perturbationestsuffisammentfaible, alors la plus
grandepartdesorbitesquasiṕeriodiquesle resteront.Cellesqui disparâıtront enpremiersontcellesdont le nombre
derotationestun nombreirrationnelqui peuvent êtreapproxiḿespardesrationnelsà petit dénominateur. Au fur et
à mesurequenousaugmentonsl’amplitude de la perturbation,de plus en plus d’orbitessonttouch́ees.Les orbites
quasi-ṕeriodiquesdontlesnombrederotationssontlesmoinsrationnelsdisparâıtront endernier.


En d’autrestermes,il faut s’attendreà ce que l’allure descourbesdansl’espacedesphasessoientfaiblement
modifiéeslosrquela perturbationestsuffisammentpetite.C’estprécisemmentle résultatquenousavionsobtenuen
postulantl’invarianceadiabatiquedel’action.Le théor̀emedeK.A.M. enestla justificationrigoureuse(Arnold,


� EJ�"! ).
On peutle vérifier numériquementdansle casdu penduleforcé.


Lesdeuxfiguressuivantesrepŕesentel’applicationderetour ð ë á × en fonctionde ð ë pour l’ équation(T. Bohr et
al.,


� EJ�"! )


Eð ñ � � 3 g ¥ ¢ð ñ �@ô%õ ð î'F ñ à ���p�G� � GFh / (9.37)


avec à î2� �C! et
F î2� � 3 . Dansce cas,on ne peutplus définir uneapplication ð ë µ ð ë á × qui soit invertible. La


sectiondePoincaŕe du torea cesśe d’êtreun cercle,indiquantpar la mêmequela structuregéoḿetriquedel’espace
desphaseestdevenuebeaucouppluscompliqúee,carle syst̀emeestrentŕe dansle régimechaotique.


HHJI KHJI L
HJI MHJI NHJI O
HJI PHJI QHJI R
HJI S K


H H�I K HJI L HJI M H�I N HJI O H�I P HJI Q HJI R H�I S K
TVU%WYX[Z L]\


T U Z LV\
FIG. 9.19–


^�_ `�a^�_ a^�_ a%a^�_ b^�_ b�a^�_ c^�_ c]a^�_ d^�_ d�a^�_ e


^�_ f ^�_ f�g ^�_ f]` ^�_ f%b ^�_ f%d ^�_ `
hVi%jlk[m gVn


hVi�m gVn
FIG. 9.20–


Les figuressuivantesmontrentcommentuneorbite périodiqueexploselorsquela perturbationpasseau-del̀a d’un
certainseuil.On a fixé la forced’entrâınement


F
à la valeur !(� � . Pour à î h � h le penduleoscille toujoursbienqu’il
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sentela perturbation.La frontièresesitueauxalentoursde à î h � h .
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FIG. 9.23– à î G �C!
Pour les syst̀emesdynamiquesde bassedimensionnalit́e, la transitionvers le régimechaotiquepeut être ca-


ract́eriśee de façon rigoureuse.On approchela transitionen ø ø bifurcant ù ù d’un régimepériodiqueà un autre,dont
le nombrederotationapprochedeplusenplusun irrationnel.Nouscommenc¸onsparintroduirela notiondebifurca-
tion danslessyst̀emesmécaniqueslesplussimples,avantd’établirunsch́emadebifurcationsd’uneorbitepériodique
àuneautre.


IX Bifur cations


Onentendparbifurcationunchangementd’étatdusyst̀emeintervenantlorsqu’unparam̀etredecontr̂olepassepar
unevaleurcritique.Cettesectionintroduit la notiondebifurcation.Nouscommenc¸onspardesexemplessimples,puis
nouslesillustronsdansle contexte dessyst̀emesdynamiques.


Pourfixer les idées,donnonsnousun profil de potentielcommecelui
repŕesent́e dansla figureci-contre.L’ étatdu syst̀emeestcaract́eriśe par
la positiondela bille localiśeeàunminimumdupuitsdepotentiel.Dans
le casdela figure,cepotentielapourexpressionp ö ï w î ó>q ï � ñ ï ½ (9.38)


Lorsque
q �r! , la bille est localiśee à l’origine. Par contre,si


q �! , ce minimum disparâıt et donnenaissancèa deuxminima situés de
partet d’autrede l’origine. La bille ø ø choisit ù ù alorsunedespositions
d’équilibrestable.Bien quela courbedu potentielsoit symétriquepar
rapport à l’origine, la position d’équilibre de la bille ne respectepas
cettesymétrie. On dit que la symétrie a ét́e spontańementbrisée. Le
graphedu param̀etre ï donnantla positiondela bille présentedoncune
singularit́e lorsquele param̀etredecontr̂ole passepar la valeurcritiqueq î ! . Ondit quecettebifurcation,ausensoù le syst̀emebifurqued’un
étatàunautre,estunebifurcationcritique(enmath́ematique,onpréfère
la qualifer de bifurcation tangente,car les deuxminima coéxistentau
mêmepointpour


q�î ! ). C’est l’analoguemécaniqued’une transition
dephasedudeuxìemeordre.


sutwv


suxwv


FIG. 9.24–
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FIG. 9.25– Schémadela positiondela bille enfonctiondu paramètre
q
.
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9.2EXEMPLE:


consid́eronsun perleenfiléesurun anneautournantautourdesonaxeavecunevitesse
þ


. La perlepeutglisser
etnousrep̀eronssapositionparla coordonńeecurviligne ¯ . Nousdésironsconnâıtre la poisitiond’équilibrede
la perleenfonctiondela vitesseangulaire


þ
.


Dansle rep̀erefixe ï -0$y- ) , la positiondela perleestdonńeeparï ö%/ w î ¿(z|{~}©ð�z|{~} þ�/$�ö%/ w î ¿(z|{~}©ð�} ô%õ¸þ�/) ö%/ w î ¿(} ô%õ ð (9.39)


Onendéduitquel’ énergie cinétiquedela perlecomme( �¯ î ¿ �ð )


� î �3���� þ � ¿ � z|{~} � ð ñ ¿ � �ð�� (9.40)


alors que l’ énergie potentielle due à la gravitation est
p î� D ¿(z|{~}©ð .


Le Lagrangienestdoncéquivalentà celui d’uneparticuleendi-
mension1 plonǵeedansunpotentieleffectif


� ö ð - �ð:w î �3 � ¿ � �ð � ó p������ � ö ð�w (9.41)


où p������ � ö ð�w î � DR¿(z|{~}²ð ó �3�� þ � ¿ � z|{~} � ð (9.42)


La positiond’équilibrestable �ð î ! dépenddu rapport Dâ6 þ � ¿ .
Si ce rapportestsuffisammentgrand,la gravité l’emportesur la
forced’inertie.La bille restesurl’axedel’anneauà l’alitude ) î! . Parcontre,si cerapporttendvers ! , la forced’inertiel’emporte
surla gravitéet la bille choisitspontańementunenouvellepostion
d’équilibre ð���! ö�� !=w . On vérifie que la bifurcationa lieu
pour D î�3 þ � ¿ . Lespositionsd’équilibresontalorsdonńeespar} ô%õ ð î ó Dâ6 þ � ¿ .


�


FIG. 9.26–


Cepremiermécanismedebifurcationfait pendant̀a un deuxìemeoù lesdeuxminimanecoexistentpas.Prenons
le casd’un potentielprésentantdeuxminima.Dansle casA dela figureci-dessous,la bille estlocaliśeeen1, c’est-
à-direauminimumglobaldel’ énergie potentielle.La situation2 estun étatmétastableou encoreun minimumlocal
d’énergie. Imaginonsquele param̀etredecontr̂ole fassevarierla profondeurrelative despuitsdepotentiels.Pourune
valeurdifférentedeA, nousavonsle casB. Le premierminimum1 estmaintenantun étatmétastable,alorsque2 est
devenule minimumminimorum.Sousl’action d’uneperturbationextérieuresuffisammentforte, le syst̀elepasserade
1 vers2. Continuons̀a fairevarierle param̀etredecontr̂ole etnousarrivonsaucasC dela figure.La situation1 cesse
d’êtreun minimumpour devenir un maximum.La bille tombeen2. Par analogiesavec les transitionsdephase,on
dit quecettesituationcorrespond̀a la lignespinodale.Faisonsmaintenantle chemininverse: diminuonsle param̀etre
decontr̂ole versla valeurdontnousétionspartis.La position


3
estmétastableet elle cessed’êtreun minimumlocal


pourdesvaleursinférieuresdu param̀etredecontr̂ole.L’ étatdu syst̀emedépenddoncdesonhistoireet le sch́emade
bifurcationprésenteuncycled’hyst́eŕesis.C’estl’analogued’unetransitiondephasedupremierordre.La bifurcation
estalorsditesous-critique.
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FIG. 9.27– Danscecasdefigure, deuxminimaco-
existentpour desvaleurs différentesde la position.
L’ étatdusyst̀emedépenddesonhistoire.


FIG. 9.28– Positiond’équilibre en fonctiondu pa-
ramètre decontr̂ole. Le cycled’hyst́erésisdonneles
étatsmétastables.
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V.3 Disqueroulantsurun planincliné . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15


2 Oscillations 17
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II.2 Équationsdumouvement. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20


III Modespropres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21


IV Influencedesliaisons . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23


V Battements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24


V.1 Recherchedesfréquencespropres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
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9.13 Graphede la conjugaisonæ . Cettefonction estcontinue,maiselle n’est dérivablenulle part ( âç�Å"×éè � §¢ëêíì Úî½�Å�ï ). Cettevaleur de è correspond̀a l’inverse ° ° nombred’or ± ± que les grecs
anciensregardaientcommele rapportdeproportionnalit́e le plusparfait. . . . . . . . . . . . . . . . . 118


9.14 Pour âr�ð©¾�Èñ , le syst̀emea un nombrederotation Å ª ² pourun intervalle de longueurnonnul de ä
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9.16 Il s’agitdelamêmeFigurequecelledegauche,maiscelle-ciaét́eagrandiepourmontrerquel’escalier
aunestructurefractale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120


9.17 Projectionorthographiquedel’attracteurdeLorenz. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
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